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RESUMO

Este trabalho é resultado de um projeto de iniciagéo cientifica que tinha por objetivo realizar uma revisao
bibliografica sobre os fundamentos da Algebra Linear e relacionar as suas definices e teoremas ao
ajuste de curvas, uma aplicagcdo denominada o Método dos Minimos Quadrados (MMQ). Baseando-se
em uma pesquisa de carater tedrico, tecemos um pouco sobre a descoberta e o desenvolvimento desse
método e a sua aplicabilidade em uma empresa que busca relacionar o numero de unidades produzidas
com o custo por unidade, usando a aproximagao por exponencial.
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ABSTRACT

This work is the result of a project of scientific initiation that had as objective to carry out a bibliographical
revision on the fundamentals of Linear Algebra and to relate its definitions and theorems to the adjustment of
curves, an application denominated the Method of Minimum Square (MMQ). Based on a theoretical nature
research, we have touched on the discovery and development of this method and its applicability in a company
that seeks to relate the number of units produced to the cost per unit, using the exponential approximation.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho é resultado de um projeto de iniciagcao cientifica que tinha por objetivo relacionar
os conteidos que fundamentam a Algebra Linear, com aplicacées da Matematica, uma dessas
aplicacdes € o Método dos Minimos Quadrados (MMQ) para o ajuste de curvas. Esta proposta
surgiu pelo fato de sabermos da vasta aplicabilidade da Algebra Linear e de sua importancia para
a Matematica, pois como afirma Dorier (1994) apud Celestino (2000, p. 45) “E fato que a Algebra
Linear constitui uma parte importante no conteado matematico (...), sendo vista como uma disciplina
fundamental por quase todos os mateméticos e por muitos cientistas que a utilizam como
ferramenta" e culminou no meu Trabalho de Concluséo de Curso.

Além disso, desde a sua descoberta no século XIX até os dias atuais, 0 Método dos Minimos
Quadrados desempenha um relevante papel em diversas areas, pois consiste em um processo que
nos permite encontrar uma fungdo que melhor descreve um certo conjunto de informagdes
experimentais, possibilitando a obtencédo de previsdes para dados desconhecidos.

O Método dos Minimos Quadrados é usado geralmente para ajustes lineares, mas em
alguns casos pode ser aplicado em outras fungdes, tais como as polinomiais e exponenciais a qual
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sera apresentada neste trabalho. A sua utilizacdo nos permite, por exemplo, ajustar os dados de
uma populacdo em um determinado periodo, fazendo possiveis previsdes sobre seu crescimento.
Outro exemplo da sua aplicacdo aparece na administracdo, quando uma empresa pretende
relacionar o custo médio com a quantidade de unidades produzidas em um dia.

No que diz respeito aos procedimentos metodoldgicos para construcéo do presente trabalho,
nossa proposta foi realizar uma pesquisa bibliografica acerca dos contetidos da Algebra Linear,
pautada nos estudos de especialistas da area, tais como Boldrini et al(1980), Hoffman(1970), Pulino
(2012), Biezeuner (2006), Silva (2007), Andrade (2006), entre outros. E, em seguida, relacionar
estes conteudos com uma aplicacéo. Neste sentido, este trabalho apresenta carater teérico.

2 METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS

Dados séo coletados a partir de observacdes e medicdes em diversas areas, tais como estudos
econdmicos, sociais, ambientais e até mesmo na medicina. Entretanto, dados coletados dessa
forma, geralmente estdo sujeitos a erros, o que impede uma previséo para dados desconhecidos.
Mas, nos dias atuais, informacgdes de previsdo sao altamente necessarias.

Uma ferramenta que nos auxilia nessa busca por informacdes de previsao sao os estudos a
respeito de uma das grandes aplicacdes da Matematica, mais especificamente da Algebra Linear,
0 Método dos Minimos Quadrados. O mesmo consiste na determinacéo de parametros de uma
funcdo, na qual o seu grafico melhor representa o comportamento de dados coletados
experimentalmente. Entretanto, dados coletados dessa forma, dificimente podem ser
representados por uma unica funcao. Entéo, para a determinacéo de tais parametros € necessario
solucionar um sistema de equacdes que provém do resultado da soma do produto interno das

fungdes nos pontos x, do grafico.

2.1 Aspectos histéricos

Um dos primeiros problemas ocasionados por erros de medidas obtidas experimentalmente que se
tem registro foram debatidos pelos astrénomos, quando estes buscavam a determinacéo da posicao
dos corpos celestes.

Segundo Crato (1999), estes problemas foram sentidos por véarios astrénomos como Hiparco
(180-125 a.C), Eratostenes (276-194 a.C) e Aristarco (310-230 a.C) quando repararam que suas
medidas eram passiveis de falhas, pois admitiam ligeiras variacbes de momento para momento e
de observador para observador. Porém, aceitavam aproximagcbes para as medidas que eram
obtidas sem se preocupar com 0s problemas estatisticos das suas mensuragdes, ou pelo menos,
nao escreveram sobre esses problemas.

Tycho Broche (1546-1061), astrbnomo da era pré-telescépica, foi o primeiro ou pelo menos
um dos primeiros a se preocupar com as medidas obtidas e o rigor das suas observacdes. Ele tirava
varias medidas de um mesmo parametro, juntava as observacdes feitas, omitia erros grosseiros e
assim obtinha médias que eram utilizadas para as suas estimativas.

[...] desenvolveu um programa de medidas dos céus que ultrapassou em muito o
rigor dos antigos. As suas observagdes sobre a posicdo dos astros, 0 movimento
dos planetas e as distancias serviram de base ao trabalho do seu colaborador

Johannes Kepler (1571 - 1630), para o estabelecimento das célebres leis sobre as
oOrbitas dos planetas. Sem as medidas rigorosas de Tycho Brache, é pouco provavel
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que Kepler pudesse ter estabelecido as leis que levam seu nome (CRATO, 1999, p.
27).

O controle da precisao da medida desenvolvido por Tycho era novidade para a época, mas
ainda estava longe dos métodos modernos que utilizam intervalos de confianca e desvios padrdes.
Mais tarde, iniciou-se um estudo matematico sistematico da combinacdo das observacées,
realizado por Roger Joseph Boscovich (1711 - 1787), Pierre Simon Laplace (1749 - 1827), Adrien -
Marie Legendre (1752 - 1833) e Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Esses estudos ocuparam
geragcdes que buscavam encontrar um método ideal de combina¢do de medidas pontuais obtidas
em momentos distintos.

Foram apresentadas diversas solugbes na virada do século XVIII para o XIX. Mas a que
teve maior desenvolvimento teérico, eficacia e maior aplicagao pratica, foi o Método dos Minimos
Quadrados publicado por Legendre em 1805 na sua obra Nouvelles Méthodes pour la Détermination
des Orbites des Cométes (Novos Métodos para Determinacdo das Orbitas dos Cometas) e por
Gauss em 1809 na obra Theoria Motus Corporum Coelestium (Teoria do Movimento dos Corpos
Celestes). Contudo, mesmo sendo Legendre o primeiro a publicar, € atribuido a Gauss a prioridade
da criacdo do método, pois ele teria obtido os resultados entre 1794-1795.

Com as publicacdes feitas por Gauss e Legendre, o método tornou-se essencial nas
analises de dados astronémicos o qual foi aderido por Laplace e outros matematicos. Ap6s 30 anos
da sua primeira publicacdo, em 1839, Gauss generalizou o Método dos Minimos Quadrados,
melhorando suas bases tedricas e encontrando um modelo pratico para a minimizagcao de erros.

Apds cerca de um século da descoberta do Método dos Minimos Quadrados, comegaram a surgir
0s primeiros relatos da sua utilizacdo nas demais areas que trabalham com analise de resultados,
dados experimentais e combina¢des de medidas. Atualmente o método é essencial em diversas
areas, como relata Anton apud Marinelli (2002, p. 77):“O método de quadrados minimos é muito
utilizado em varias areas, como na Fisica Experimental, Astronomia, Biologia, Administracéo,
Estatistica. Ja existe até mesmo um modelo de quadrados minimos para a audicao humana”.

Neste sentido, vale ressaltar a importancia dessa aplicacdo da Algebra Linear, nas mais
diversas areas do conhecimento, inclusive na Astronomia que motivou a sua descoberta e
desenvolvimento.

3 FUNDAMENTAGCAO MATEMATICA

Nesta secdo apresentaremos alguns aspectos tedricos sobre espacos vetoriais e seus
desdobramentos, a saber, combinacéo linear, produto interno e projecéo ortogonal.

3.1 Espaco vetorial

A nocdo de Espaco Vetorial & um dos conceitos basicos da Algebra Linear, sendo um
conjunto que satisfaz as oito propriedades que veremos abaixo na sua definicao formal.

Definicéo 3.1) Um espaco vetorial sobre um corpo K é um conjunto V', ndo vazio, com duas
operacdes: adicdo

+: VXV =V,

e multiplicacédo por escalar,
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2 KxV >V,

tais que, para quaisquer u,v,weV e a,beK, as seguintes propriedades sao satisfeitas. Com
relagéo a adicdo: 1) u+v=v+u,u,veV; 2) (u+v)+w=u+v+w),u,v,wel; 3) existe um
elemento 0 em V' ,talque u+0=u,ucV ;4)paracada uel, existe —ueV,talque u+(-u)=0
. Com relag&o a multiplicacéo por escalar: 1) (ab)u=a(bu),u,veV;2) (a+bu=au+bu,a,beK
e VueV;3) alu+v)=au+av,acK e u,veV;4) l-u=u,uchl.

Exemplo 3.1: conjunto V= M das matrizes de ordem mXxn com soma e multiplicagao
por escalar usuais € um espaco vetorial.

Exemplo 3.2: O conjunto }' = P dos polinbmios de grau menor ou igual a n e com
coeficientes reais, munido das operagdes usuais

gxPn — P

n

(a+bx+-+cx")+(d+ex+-+ ") > ((a+d)+(b+e)x+---+(c+ x")

KxPH - P

n

oa(a+bx+---+cx") — (xa+obx+---+acx")

€ um espaco vetorial.

3.2 Combinacao linear
E uma caracteristica de um espaco vetorial que consiste na obten¢éo de novos vetores a partir de
vetores dados.

Definicao 3.2: Sejam I um espaco vetorial sobre um corpo K, e a,o,, o, K. Entao

ovetor v=av, +a,v,+--+a v € um elemento de )/ que chamamos de combinacéo linear de

VLV, V.

12V n
Exemplo 3.3: Seja v=1+2x+ x> € P’. Note que v pode ser escrito como combinagio linear

de {1,x,x*}. Solugédo: De fato, temos que

1+2x+x*=1-142-x+1-x%

3.3 Produto interno

Interessados no estudo de espacos vetoriais sobre um corpo K, 0os quais nos permitam falar sobre
comprimento de um vetor e de um angulo entre dois vetores, apresentaremos uma generalizagao

do conceito de produto escalar no R” e faremos isso por meio de uma aplicacéo definida sobre
pares de vetores que tomam valores escalares no corpo, denominada produto interno.

Definicdo 3.3: Seja IV um espaco vetorial sobre um corpo K. Um produto interno sobre
V' € uma fungéo que a cada par de vetores v, e v , associa um numero, denotado por (v,,v,),
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satisfazendo as seguintes propriedades: 1) (u+v,w) = (u,w)+{v,w),u,v,weV’;2) para o e K.
(ou,vy=o{u,v),u,veV;3) (u,vy=v,u),u,veV;4) (uuy>0se u#0

Exemplo 3.4: Seja ' o espaco vetorial das fungdes reais continuas. Sejam f,f eV .
Se

f == S A ),

entdo f é um produto interno. Solugdo: De fato, sejam f.f,eV e AeR.

it Ly = D+ S)x) () YRR YEVACANACY

=Zn:,(ﬁ(xi)+ffz(xi))'ﬂ(xi) =§ﬂf1<x,->'fz<xf>

= D) A A AG) =A% A5 £

WO IACIED WACH AL ML

. Gl =X H00) H8)= XA >0
TR WIEAAEY U f)=0se f(x)=0.

= A0 £
=)

Portanto, f:=(f,,f,)= Zfl(xi)-fz(xi), é um produto interno.
i=1

Definicdo 3.4: Seja V' um espacgo vetorial com produto interno sobre um corpo K,

definimos para cada ue¥? um nimero |lull=+/{u,u). Este valor & chamado de norma de u e

dizemos que V' munido dessa norma € um espag¢o normado.

3.4 Angulo entre dois vetores

Definicdo 3.5: Seja V' um espaco vetorial sobre K munido com produto interno. O angulo entre
dois vetores ndo nulos u,v e} é definido como sendo o valor de 0 €[0,7] que satisfaz a equagéo

)
lall- v

Definicéo 3.6: Seja IV um espaco vetorial, sobre um corpo K, com produto interno.
Dizemos que os vetores u,v € I sao ortogonais se, e somente se, (u,v)=0 e denotamos por

ulv.



Hipétia 287 v. 4, n. 2, p. 282-294, dez. 2019

3.5 Projecao ortogonal

Em um espaco vetorial com produto interno podemos definir a projecéo ortogonal de um vetor u
sobre um vetor n&o nulo v por

(u,v)
A

Ou seja, a projecéo ortogonal de u sobre v € um mdltiplo escalar de v.

proj; = Y

Figura 1: Projec&o ortogonal de u em direcdo a v.

~
—~

projy v

Fonte: autores
Proposicao 3.1) Seja IV um espaco vetorial com produto interno € v eV um vetor ndo
nulo, entdo x — proj’ € ortogonal a v, para todo u € V. Demonstragao: Sabemos que

Entdo

(u,v)

u—proj' =u——=--v.
L TET )

Tomando o produto interno com v, obtemos
(u,v)

M-v,v} ={u,v)— —-(v,v)I

(v,v) (v,v)
=(u,v)—(u,vy=0

(u—proj;,v) = (u—

Logo, u—proj’ é ortogonal a v, paratodo uel .

Teorema 3.1) Seja IV um espaco vetorial com produto interno. Seja W um subespaco de
V. Entao, paratodo weW. proj" € a melhor aproximagao de u em W, isto €,

[l u—proj, lI<|lu—wll,

para qualquer w em ¥ diferente de proj' . Demonstracdo: Note que
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u—w=(u—proj, )+ (proj, —w).

Como W é um subespago de Ve u,proj’ € W, entdo proj’ —we W . Pela Proposi¢ao 3.1, obtemos
que u—proj’, € ortogonal a todo vetor em J¥. Logo, u— proj! € ortogonal a proj’ —we . Dessa
forma, satisfazem o Teorema de Pitagoras, ou seja
|l =wlP=l|u— proj, II* + | proj, — w]F’.
Portanto,
1t = wIP*>l|u— proj;, |I"
Extraindo a raiz, temos

[l = wi>|lu— proj;, |-

3.6 DESCRIGAO MATEMATICA DO METODO

Quando buscamos encontrar uma funcédo que melhor se ajuste aos dados obtidos através
de um experimento, devemos levar em consideracéo dois itens fundamentais, como afirma Boldrini
(1980): “Qualquer medida contém um erro (inerente ao aparelho de medicao, falha do operador
etc)”.

Pode ja existir algum argumento tedrico ou de bom senso que nos indique qual deve ser
0 aspecto analitico da fungéo. Sendo assim, em muitas situagoes, conhece-se os pontos (x,, f(x,))

,em que cada f(x,) € obtido experimentalmente, e deseja-se obter a expressao analitica de uma
dada curva y = g(x) que melhor se ajusta a esse conjunto de pontos.

Dessa forma, se temos os dados:

X X X, X e X,

S fx) fx) fGx) - f(x)
e queremos encontrar a funcdo g(x) que seja a melhor aproximagéo de f(x), entdo vamos supor
que conhecemos os aspectos analiticos de duas fungGes g (x) e€g,(x), € que queremos
“aproximar" a fungéo f(x) por uma combinacéo linear de g e g , isto €, queremos encontrar

constantes ¢ e c, tais que

g(x)=c¢g (x)+c,g,(x)
seja uma “boa aproximagao" para f(x).

Para tanto introduziremos a no¢ao de distancia entre fungbes. Primeiramente, definimos o
seguinte produto interno no espacgo vetorial das fungdes e a distancia com relagcdo ao produto
interno, respectivamente.

f= 2 1i5) i) (1)
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TAAS \/im(x,.)—fz<x,.>)2. @

Observacdo 3.1) Note que a expressao dentro do radical € exatamente a soma dos
quadrados dos desvios que existem entre f e f em cada ponto ..

Assim, calculando a distancia entre f(x) e g(x)=c,g,(x)+c,g,(x) obtemos

D(cpe) =l f =g, =, = \/Z(f@) —0g,(x) = ¢,g,(x))"-

Como o procedimento consiste em encontrar a “melhor aproximacao” entdo devemos
minimizar a distancia entre f(x) e g(x). Paraisso, seguindo com procedimentos de minimizagéo

de fungao de varias variaveis, basta minimizarmos a soma dos quadrados dos desvios, uma vez
que, encontrar os minimos da funcao distancia € equivalente a encontrar os minimos da fungao
distancia ao quadrado, sendo assim, minimizaremos seguinte funcao

0=Y.(/(6) 2, (x)-g,(x))"

90

Para tanto, precisamos encontrar os pontos criticos dados por e =0 e B_Q =0. Mas,

¢ de,

S_CQ - 22 ((f(xz) - Clgl(xi) —68, (xi))(_gl (xf))

1

0= i(f(xi)_clgl(xi)_ czgz(xl.))(—gl(xl.))

0=-3 /()8 (6)+ 6 Y. 2,(5)8,(5)+, 32,38, (x)

gTQ - 2i((f(x;) — & (Xl.) — 68, (xi))(_gZ (xi))

2

0= (/(6) 68,05~ (x )2, (x)
0= /() (0)+6 2,8, (5)2,06)+ ¢, X, (1), (3)

E, portanto, ¢, e ¢, que tornam g(x)=c,g,(x)+c,g,(x) a melhor aproximacéo de f(x), & dada
pela resolucdo do sistema
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> S ()8,00) =6, 8,00, + 6, 8,0, (x)

D ()g,(x) =€, .8, (x)g,(x) +¢, ) 2,(x,)g,(x,)
i=1 i=1 i=1
ou, lembrando o produto interno (2) definido nesta se¢cao obtemos

(g, f)=c(g.g)+c(g,8,)
(g,,f)=c/(g,.8)+¢c,(g,.8,)-

Uma outra maneira de obtermos esse sistema é utilizando o Teorema 3.1 da melhor
aproximacgéo, que garante que se g(x) € a melhor aproximagéo de f(x) no espago vetorial 7,
sendo este o0 espacgo das funcbes, entao

g(x)=proj/.
Além disso, pela Proposi¢éo 3.1, /' — g éortogonal atodo ve ) .Logo, f— g é ortogonal

a g e g, Portanto, (g,f—-g)=0¢e (g,,/—g)=0.Poroutro lado,

(g,f—g)=(g,f—cg —cg,)
=(g,,f—c(g.g)—¢c,(gg,)

(g,,f—g)=(g,.f —cg —¢g,)
={g,,f)—¢c(g,,8)—¢,(g,.&,)
Logo,

(g, f)—c(gg)—c,(g8,)=0 N

<g2’f>_c1<g2’g1>_Cz<g2:g2>=O ’
(g, fr=c(g,8)+c,(g,g,)
(g,,[)=¢c(g,.8)1¢,(g,:8,)

Como conhecemos g (x), g,(x) € f(x) nos pontos x, resolvemos o sistema e

encontramos os valores de ¢, e c,. Esse procedimento € chamado método dos minimos quadrados
para o ajuste de curvas e podemos generalizar para 0 caso em que precisarmos encontrar

c,.c,,-c taisque g(x)=cg +c,g, +--+c g sejaamelhor aproximagao de f(x). Neste caso,

1°¢20°

os coeficientes ¢ ¢

.,C,, -, devem satisfazer o seguinte sistema linear

(g.f) = clg.g) + ofgng) + - + c¢fg.g,)
: : + : + o+ :
(g.f) = clg.g) + clg,.g) + - + c(g,.8)
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4 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS E O AJUSTE DE CURVAS

O Método dos Minimos Quadrados se destaca com a sua aplicagao ao ajuste de curvas que
consiste em um procedimento matematico que objetiva determinar a partir dos dados obtidos no
experimento uma curva que os expresse matematicamente. Além disso, devemos determinar uma
funcdo que melhor se adapta a essa curva e muitas vezes, o grande desafio esta em determinar
esta funcao.

Para tanto, devemos observar o diagrama de dispersao para ver a forma geral dos pontos e
seguir o modelo matematico mais coerente com a disposicédo dos pontos, como veremos a seguir.

E importante ressaltar que muitas vezes n&o é possivel realizar o processo e encontrar a
funcdo manualmente e, quando isso acontece, precisamos utilizar recursos computacionais. Neste
trabalho, utilizamos do Software Geogebra para a construgcéo dos graficos de dispersao, grafico da
curva que melhor se a adapta aos dados e na resolucédo dos sistemas de equacgdes.

4.1 Aproximacao exponencial

Determinada empresa apresenta a relagao entre numero de produtos e custo da producéo
de acordo com a seguinte tabela:

N° de Produtos | Custo de Producéao
50 $40
90 $50
120 $60
140 $70
150 $80

Esses dados sao representados na figura 2.

O dono da empresa quer saber quanto sera os custos, caso sejam produzidas 200 unidades em um

dia.

Figura 2: Grafico de dispersao N° de Produtos X Custo da Producéo

80 A

60 A

40 A @

20 1

0 20 40 60

80 100

Fonte: Autores

120

140

160
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Inicialmente devemos observar que os dados representados no diagrama de dispersdo
apresentam um crescimento exponencial. Logo, a fungdo que melhor se ajustara aos dados € da

forma g(x)= ae”™ . Aplicando o logaritmo neperiano, obtemos
g(x)=Ing(x)=Ina + bx.

Logo, vamos aproximar a seguinte tabela modificada:

Unidade Produzida | Custo de Producédo em In
50 3,7
90 3,9
120 4.1
140 4,2
150 4.4

Chamando ¢, =Ina, ¢,=b, g =1€ g, =x, temos

Ing(x)=c g (x)+c,g,(x).

Fazendo o produto interno das fungdes nos pontos X, da tabela, obtemos

(g.g)=11+1-1+1-1+1-1+1-1=5
(g,,8,)=1-50+1-90+1-120+1-140+1-150 = 550
(gz,gl>=50-1+90-1+120-1+140-1+150-1=550
(g,,8,)=50-50+90-90+120-120+140-140+150-150 = 67.100
(g, f)=137+139+1-41+1-4,2+1-4,4=20,3
(gz,f)z50-3,7+90-3,9+120-4,1+140-4,2+150-4,4:2.271

Dai,

5¢,+550c, =20,3
550c¢, +67.100c, =2.271.

Resolvendo o sistema, encontramos ¢, =3,33 € ¢,=0,01. Mas, g=¢" =" =27,94 €

b=c,=0,01.Logo, a curva que melhor se adapta aos dados da tabela & dada por g(x)=27,94¢"""
, como podemos observar no gréafico da Figura 3.

Dessa forma, para saber quanto sera gasto com a fabricacéo de 200 unidades, basta
encontrar g(200). Assim,

2(200) = 27,94 = 206,45.

Portanto, os custos que a empresa tera para fabricar 200 unidades do produto sera de
206,45 reais.
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Figura 3: Curva que melhor se adapta aos dados do experimento
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Fonte: Autoria prépria.

5 CONCLUSAO

Por meio deste trabalho, podemos observar como os conteidos abordados pela Algebra Linear
fundamentam uma aplicacdo Matematica importante para diversas areas. A realizacdo desta
pesquisa, possibilitou a autora um estudo mais aprofundado sobre a Algebra Linear e como os seus
contetdos, que sao vistos de forma tao axiomatica, podem aparecer em situagbes do cotidiano,
facilitando a compreensao dos mesmos.

Muitos livros foram pesquisados e assim, constatamos a existéncia de diversas aplicacoes
do Método dos Minimos Quadrados em diferentes areas. Desta forma, vimos a possibilidade desse
estudo ser aplicado ao ensino basico através da utilizacao da teoria de matrizes. Neste sentido, um
estudo futuro pode ser voltado a administracdo, sobre a utilizacdo do Método dos Minimos
Quadrados para o controle de estoque e lucratividade de uma empresa, ou ainda, o0 modelo de
Minimo Quadrado para audicao humana.
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