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RESUMO

O presente trabalho apresenta um levantamento predominantemente quantitativo das questdes consideradas
pertinentes a uma disciplina de Analise Matematica abordadas nas avaliagbes do ENADE aplicadas para as
Licenciaturas em Matematica desde o estabelecimento dessa avaliagéo até 2017. Apresenta, também, uma
breve visdo histérica sobre a evolugédo da disciplina de Andlise para os cursos de Matematica e sobre as
avaliagdes aplicadas aos cursos superiores no Brasil. Dentre os resultados apresentados, esta a evidente
diminui¢gdo no nimero de questdes de Analise Matematica nas provas do ENADE e as discussdes levantadas
sobre esse dado.
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ABSTRACT

The present work presents a predominantly quantitative survey of the issues considered pertinent to a
discipline of analysis addressed in the assessments of ENADE applied to the Degree in Mathematics since
the establishment of this evaluation. It also presents a brief historical view on the evolution of the discipline of
analysis for mathematics courses and on the assessments applied to higher education in Brazil. Among the
conclusions presented is the evident decrease in the number of questions of Analysis in the ENADE tests and
discussions about this data.
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1 INTRODUCAO

Varios pesquisadores ja abordaram algumas questbes a respeito da disciplina de Analise
Matematica em cursos de formacéo de professores, como Reis (2001); Pinto (2001); Batarce (2003);
Moreira, Cury e Vianna (2005); Ciani, Ribeiro e Junior (2006); Silva (2006); Pasquini (2007); Moreira
e Vianna (2016). Também, dentro do nosso projeto de pesquisa A Disciplina de Analise Matematica
em Cursos de Formagdo de Professores, podemos destacar trabalhos como Martinés (2012);
Gomes (2013); Otero-Garcia, Baroni e Martinés (2013); Otero-Garcia e Cammarota (2013); Baroni
e Otero-Garcia (2014); Gomes, Otero-Garcia, Silva e Baroni (2015) e Silva (2015).
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Embora as supracitadas pesquisas tenham trazido valiosos elementos para se entender as
mais diversas questdes relacionadas a disciplina de analise, muitas questbes permanecem em
aberto, mostrando que ainda ha um vasto campo a ser pesquisado dentro da tematica. Discutir o
papel e a relevancia da disciplina de analise em cursos de formacgao de professores de mateméatica
€, assim, uma tarefa extremamente complexa, porém, acreditamos ser necessaria e urgente.

Com o objetivo central de justamente dar conta dessa problematica anunciada surgiu o ja
citado projeto A Disciplina de Analise em Cursos de Formac&o de Professores de Matematica, cuja
proposta € analisar os mais diversos aspectos envolvidos na questdo de que fala seu titulo,
sobretudo os histéricos. Dentro do ambito desse projeto maior, insere-se o presente trabalho, que,
dentre as diversas possibilidades de pesquisa sobre o Ensino de Analise Matematica, objetiva
analisar quais sdo os conteudos da disciplina de Anélise Matematica avaliados nas provas do
Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes (ENADE). Isso porque, ao analisar o Ensino de
Analise na formacao de professores e considerar sua obrigatoriedade, ainda que em nivel de
fundamentos, € natural levantar questionamentos sobre a forma como a aquisicdo dos seus
conteldos ¢é verificada. A avaliagcdo pode ser colocada em pauta considerando diversos pontos de
vista, sendo que aqui optamos por trabalhar com o dos érgaos externos que avaliam a aquisicao do
conhecimento por meio de balizadores gerais, mais especificamente, o ENADE.

2 O EXAME NACIONAL DE DESEMPENHO DOS ESTUDANTES

Houve vérias iniciativas no sentido de avaliar a educacdo superior no Brasil ao longo do tempo.
Segundo Polidori, Marinho-Araujo e Barreyro (2006), o inicio deu-se com a avaliagao dos cursos de
pbds-graduacao pela Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), na
década de 1970, existindo, posteriormente, diversos instrumentos no ambito dos cursos de
graduacao, como o Programa de Avaliacao da Reforma Universitaria (PARU), de 1983, a “Comissao
de Notaveis” de 1985 e o Grupo Executivo da Reforma da Educacéao Superior (GERES), de 1986.
Os autores apontam ainda que, entre as décadas de 1980 e 1990, universidades iniciaram
experiéncias de autoavaliacédo, estabelecendo uma via de comunicacdo com o Ministério da
Educacao (MEC) ao criarem a Associacao das Instituicbes Federais do Ensino Superior (ANDIFES),
que possibilitou a constru¢cdo do Programa de Avaliac&o Institucional das Universidades Brasileiras
(PAIUB) em 1994.

Segundo Verhine, Dantas e Soares (2006), em 1995 foi estabelecido o Exame Nacional de
Cursos (ENC), que era aplicado aos estudantes concluintes de determinados cursos como requisito
obrigatério para liberagéo do diploma. O exame ficou conhecido como “Provao” e foi aplicado até
2003, ano em que foi proposto o Sistema Nacional de Avaliacdao da Educacao Superior (SINAES),
aprovado e instituido por meio de medida proviséria do mesmo ano e oficializado pela Lei n°® 10.861,
de 14 de abril de 2004. Como nova abordagem para avaliagao de cursos, o SINAES incluia o Exame
Nacional de Desempenho dos Estudantes (ENADE).

Segundo Brito (2007), o objetivo do SINAES é avaliar as instituicbes de ensino, 0s cursos
ofertados e o desempenho dos estudantes, sendo o ENADE uma das ferramentas utilizadas para
essa avaliacdo. E importante ressaltar que, segundo Brito e Limana (2005), ndo é possivel analisar
a educacgao superior por meio de um Unico instrumento. Assim, a proposta do SINAES é uma
avaliagdo em eixos, quais sejam:
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a) avaliacdo das instituicdes: dividida entre a avaliacdo interna, realizada pelas
Comissbes Préprias de Avaliacdo (CPA), e a avaliacdo externa, realizada por
professores selecionados de outras instituicées de ensino do pais;

b) avaliacdo dos cursos de graduacao: avaliagao externa realizada por uma equipe de
especialistas de éareas afins cujos resultados vinculam-se ao reconhecimento e
renovacgao do reconhecimento dos cursos;

c) avaliacdo dos estudantes: tem como instrumento o ENADE, aplicado a grupos
amostrais de alunos que se encontram no final do primeiro e do ultimo ano de
formacao, constituido por uma prova e um formulario socioeconémico.

A prova do ENADE é composta por quarenta questdes, sendo dez de conhecimentos gerais,
comuns a todos os cursos, e trinta de conhecimentos especificos. A selecdo dos estudantes que
prestardao o0 exame € feita por amostragem pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (INEP), cabendo a instituicdo de ensino apenas enviar a lista dos
discentes que cumprem os requisitos para realizar a prova. Sao considerados ingressantes 0s
estudantes que cumpriram de 7% a 22% da carga-horaria minima do curso até o inicio do periodo
de inscri¢ao, e concluintes, aqueles que cumpriram pelo menos 80% (BRITO; LIMANA, 2005).

Para Brito (2008), o ENADE néo é simplesmente um substituto do antigo provao, pois tem
objetivos diferentes. De acordo com Polidori, Marinho-Araujo e Barreyro (2006), o objetivo primordial
do ENADE, enquanto processo avaliativo, é a identificacdo de aspectos que necessitam ser
modificados ou aperfeicoados nas instituicbes de ensino superior. Ja Dias Sobrinho (2010) afirma
que a principal diferenca entre os dois exames reside no fato de que o ENC trabalhava com uma
avaliacao estatica, ou seja, uma avaliagcdo que colhia informacdes pontuais que nao forneciam
retorno, pois o0 estudante era avaliado apenas em um momento de sua formacao, e o ENADE, com
uma avaliacdo dindmica, possibilita avaliar o potencial de aprendizagem do estudante em seu
ingresso e seu aprendizado demonstrado no Ultimo ano. Assim, a ideia do ENADE ¢é avaliar a
evolucao do estudante entre o primeiro e o Gltimo ano de graduacao, bem como a sua capacidade

de utilizar competéncias e habilidades necessarias a sua pratica profissional.

Brito e Limana (2005) explicam que o ENADE utiliza a ideia de “valor agregado” que,
resumidamente, compara o conhecimento do estudante ao ingressar na instituicado de ensino com
aquele que possui ao deixa-la. Os autores ressaltam que € necessario que a avaliagdo apresente
questdes bem distribuidas, dado que serdo respondidas tanto por ingressantes quanto por
concluintes.

Ao analisar a maneira como as avaliacbes vém sendo aplicadas, entretanto, € valido
questionar se os objetivos iniciais que visavam avaliar o desenvolvimento do aluno no decorrer do
curso estédo sendo atingidos, dado que os estudantes que s&o avaliados quando ingressantes nao
s80 0s mesmos, obrigatoriamente, avaliados quando concluintes.

3 O QUE E ANALISE MATEMATICA?

Para analisar em que consiste a chamada Andlise Matematica, € importante entender o que
diferencia os estudos de Analise Matematica em relagdo ao Calculo Diferencial e Integral.

Ao diferenciar o Calculo da Analise, é possivel pontuar que o estudo dessa ultima esta
intimamente ligado ao conceito de rigor. As bases do Calculo e da Andlise sdo comuns, e a
separacao entre eles deve-se em grande parte a esse conceito. Por rigor, entende-se a necessidade
de fundamentar afirmacgbes para poder utiliza-las como base para tirar outras conclusdes — o rigor
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deriva de uma questao metodol6gica da Matematica, que é a necessidade logica de consisténcia e
coeréncia do método dedutivo-axiomatico, porém o rigor na Matematica néo é o rigor no ensino da
matematica, da mesma forma para o Calculo ou a Analise. O movimento do rigor no século XIX foi
responsavel pela producdo de areas inteiras da Matematica, incluindo pontos importantes da
Analise tais como continuidade, continuidade uniforme, convergéncia uniforme, compacidade e
completude. Aritmetizagdo da Analise foi 0 nome dado ao movimento que se iniciou apds o século
XIX em busca de uma visdo de niumeros que se afastasse da Geometria, de modo a ter o rigor
necessario e pudesse abarcar e resolver questdes que precisavam ser respondidas a época. Muitos
matematicos contribuiram para esse movimento, com destaque para Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) e Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897) (GRATTAN-GUINESS, 1970; PASQUINI,
2007; OTERO-GARCIA, 2015b; MISSE, LAMMOGLIA, 2020).

Segundo Avila (2002), até a década de sessenta, as universidades brasileiras, sob influéncia
do ensino europeu, alocavam as disciplinas de Anélise logo nos primeiros anos dos cursos de
matematica com um contetdo extenso, que incluia muitos assuntos tratados hoje em calculo com
uma ou varias variaveis, fungdes de varidvel complexa, entre outros. Na década de sessenta, a
adocao de autores americanos mudou um pouco esse panorama, e o calculo passou a ser abordado
antes da analise na maioria das escolas.

Reforcando as consideracdes feitas por Avila (2002), em Otero-Garcia (2015a), o autor traca,
por meio de uma pesquisa documental, uma trajetéria da disciplina de analise no curso de
licenciatura em Matematica da Universidade de Sao Paulo (USP). O autor conclui que, de uma
maneira geral, nos primeiros anos do curso de matematica da USP n&o havia o que hoje
entendemos por “Andlise” e “Célculo”, mas grandes disciplinas denominadas por “Andlise
Matematica” que cumpriam tanto a parte rigorosa dos conteudos de “Calculo/Anélise” quanto o que
podemos considerar mais algoritmica. Dessa forma, os conteudos de Analise Matematica eram sim
ensinados desde a criacdo do curso, entretanto, o que entendemos por “Anélise Mateméatica”,
disciplina universitaria, s6 comecou a ganhar forma na década de setenta, coincidindo justamente
com a época apontada por Avila (2002). Esse movimento ocorreu por meio do processo de
algoritmizacédo pelo qual passaram os primeiros cursos de “Analise Matematica” que, pouco a
pouco, foram se aproximando cada vez mais do que hoje entendemos por Calculo. Paralelamente,
0 conteudo que consideramos mais rigoroso/analitico, em um primeiro momento migrou para
disciplinas optativas e num segundo momento, foi reincorporado ao curriculo obrigatério do curso
para entdo ser uma disciplina de Analise como a entendemos hoje em dia.

Especificamente com relacédo aos conteudos, Otero-Garcia (2015a) aponta que o contetdo
dito analitico nos cursos de matematica sofreu um grande enxugamento ao longo dos anos. Ou
seja, esse tratamento mais rigoroso, ano a ano, passou a ficar restrito a cada vez menos conteudos.
Nos anos iniciais do curso da USP, tal abordagem era dada nao sé as funcbées de uma variavel,
mas também as de variavel complexa, passando por funcbes de varias variaveis e equagdes
diferenciais. Na ultima ementa analisada pelo autor, Introducéo a Analise, de 2002 (que perdurou
até pelo menos 2015), a disciplina de anélise dada para a licenciatura passou a dar essa abordagem
apenas a alguns pontos considerados “principais”.

Em Otero-Garcia (2013), é tracada uma trajetéria semelhante a descrita em Otero-Garcia
(2015a), sendo o curso da Universidade Estadual Paulista (UNESP) o objeto de pesquisa. Nesse
trabalho, as conclusbes a que o pesquisador chega sdo bastante semelhantes, sendo que as
diferencas mais notaveis estdo no fato de as modificagées sempre terem surgido primeiramente na
USP e ap6s alguns anos ressoarem na UNESP. Ademais, na UNESP, ao menos até a data de
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publicacédo do trabalho, ndo ha uma disciplina de Analise especifica para a licenciatura, ao contrario
do que ocorreu na USP.

7

O movimento que descrevemos até aqui € importante para entendermos a analise que
faremos das questdes de Analise Matematica presentes no ENADE. Isso se deve, porque essa
“Anadlise” precisara ser entendida de uma forma muito particular, pois, conforme vimos, a definicao
do que vem a ser “Andlise”, disciplina universitaria, ndo é algo tdo simples ou unissono. Dessa
forma, respondendo a questdo-titulo desta secdo, podemos dizer que néo existe uma “Analise
Matematica”, mas “analises matematicas”, a depender do recorte temporal, geografico, de
abordagem ou qualquer outro definido pelo pesquisador.

Nessa direcao, também optamos neste trabalho por fazer um recorte, escolher uma Analise
Matematica dentre tantas “andlises matematicas”. Evidentemente, optamos por aquilo que
entendemos ser representativo, de forma a nos ajudar a compreender nossa questao de pesquisa.
Sendo assim, optamos por chamar de Andlise Matematica os contetdos abordados justamente pela
disciplina de Introducdo a Analise da USP que citamos anteriormente. Isso porque a sua trajetéria
esta bem tracada pela pesquisa de Otero-Garcia (2015a), e trata-se de uma disciplina especifica
para a Licenciatura (ao contrario da correspondente disciplina na UNESP). Além disso, o curso de
matematica da USP de Sao Paulo é o mais antigo do Brasil, tendo certamente servido de referéncia
para varios outros quer de instituicdes publicas, quer de instituicdes privadas. Os contetdos da
referida disciplina séo: sequéncias e séries numéricas; critérios de convergéncia; série de poténcias
e propriedades; desenvolvimento de funcdes em séries de poténcias; séries de Taylor e de Fourier;
a construcdo de R e o0 axioma da completude; a expansao decimal dos numeros reais;
demonstragdes de alguns dos principais teoremas do Calculo Diferencial e Integral.

Dessa forma, com base no que foi levantado sobre o Ensino de Andlise para os cursos de
Licenciatura em Matemética e nas informagdes coletadas acerca de como é feita a avaliagcdo dos
cursos superiores no Brasil, podemos dizer que a proposta deste artigo € apresentar uma tabulagao
das questdes de Analise Matematica. Para isso, tomou-se por base os contetudos apresentados na
disciplina de Introducéao a Analise da USP, considerando as provas aplicadas desde a implantagao
do SINAES até 2017 e, a partir dos dados quantitativos apresentados, tecerem-se consideracoes e
dialogos com a literatura sobre Ensino de Anélise Matemética disponivel.

4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Optou-se por fazer uma tabulacao para dispor os dados analisados. A tabulacao é a disposicao em
tabelas dos dados coletados de modo a facilitar sua analise e a verificagdo de possiveis relacdes
entre ele e permite sintetizar os dados obtidos para que sua interpretacao se torne mais rapida.

Como a quantidade de dados a serem analisados ndo era demasiadamente grande, sendo
necessario interpretar e setorizar conteudos em categorias predefinidas, com base em
caracteristicas nao facilmente identificaveis por ferramentas automatizadas, optamos pela
realizacdo de uma tabulacdo manual. O sistema adotado e, posteriormente, transcrito foi uma
variacao do traco e risco, proposto por Marconi e Lakatos (2002), que consiste em tracar grupos de
linhas para realizar a contagem de itens pertencentes a cada grupo, de modo que cada linha
represente um item. Ao final, o nUmero de riscos € calculado. No que se refere a essa abordagem,
devem-se observar as seguintes restri¢coes:
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a) as categorias de analise usadas para classificar o conteldo sdo definidas clara e
explicitamente para que outros individuos possam aplici-las ao mesmo conteudo, a fim de
verificar as conclusoes;

b) o analista ndo é livre para selecionar e registrar simplesmente aquilo que chama sua ateng¢ao
por ser interessante; deve classificar metodicamente todos os assuntos importantes em sua
amostra;

c) certo processo quantitativo € usado para proporcionar a média da importancia e énfase da
matéria de varias ideias verificadas e para permitir confrontos com outras amostras do
material (MARCONI; LAKATOS, 2002, p. 130).

Considerando as restricoes colocadas por Marconi e Lakatos (2002), é cabivel fazer algumas
observacdes quanto a metodologia utilizada para as tabulagdes.

Em relacdo a escolha das categorias nas quais os conteudos foram primeiramente
subdivididos, tomamos como base o parecer CNE/CES 1.302/2001, que dispde sobre as Diretrizes
Curriculares Nacionais para os Cursos de Matematica, Bacharelado e Licenciatura (BRASIL, 2001).

O parecer lista 0s seguintes conteudos, comuns a todos os cursos de Licenciatura em Matematica:
Célculo Diferencial e Integral; Algebra Linear; Fundamentos de Analise; Fundamentos de Algebra;
Fundamentos de Geometria; Geometria Analitica. A parte comum deve ainda incluir: a) conteudos
matematicos presentes na educacdo basica nas areas de Algebra, Geometria e Analise; b)
contetdos de areas afins a Matematica que sao fontes originadoras de problemas e campos de
aplicacdo de suas teorias; c) conteudos da Ciéncia da Educagédo, da Histéria e Filosofia das
Ciéncias e da Matematica (BRASIL, 2001, p. 6). Além disso, considerando que o ENADE cobra dos
licenciandos alguns conteudos que ndo podem ser encaixados dentre os listados pelo parecer
supracitado, achamos por bem adotar também a categoria “Formacao Geral”, dado que ha questbes
na avaliagdo que nao sao especificas ao professor de matematica em formacéo.

Dessa forma, as questdbes do ENADE foram categorizadas seguindo os seguintes
conteldos:

) Célculo Diferencial e Integral;
) Algebra Linear;
¢) Fundamentos de Analise;
) Fundamentos de Algebra;
) Fundamentos de Geometria;
f) Geometria Analitica;
g) Formacéo Geral;

h) Fundamentos de Matematica (categoria em que consideramos contetudos
matematicos presentes na educacdo basica nas areas de Algebra, Geometria e
Analise);

i) Estatistica e Probabilidade (que consideramos como um conteddo afim a
Matematica);

j) Educacdo/ Educacao Matematica (onde consideramos contetdos pertencentes a
Ciéncia da Educacao, da Histéria e Filosofia das Ciéncias e da Matematica).
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A partir das questdes obtidas em c) na primeira categorizagao, realizou-se a segunda, que,
desta vez, tomou por base, conforme ja apontamos anteriormente, os conteudos tratados na
disciplina de Introdugéo a Analise do curso de Licenciatura em Matematica da USP.

Com relagdo a segunda restricao apontada por Marconi e Lakatos (2002), que trata da
selecao da amostra, foram analisadas todas as avaliagdes do ENADE aplicadas para os cursos de
Licenciatura em Mateméatica desde o estabelecimento do exame, em 2004, até 2017.

Para quantificar os dados resultantes, foi contada a quantidade de questdes pertencentes a
cada categoria, dentre as definidas acima, presentes nas avaliagbes a cada ano, e posteriormente
foi feita uma separagé@o conveniente daquelas que tratam dos assuntos considerados atualmente
ligados a andlise.

Ainda dentro da abordagem quantitativa, o tipo de estudo realizado utiliza uma premissa
causal, ou seja, sera buscada uma possivel motivacdo para as ocorréncias a partir dos dados
expostos e analisados.

5 TABULACAO DAS QUESTOES

O resultado da primeira tabulagdo esta exposto no quadro 1 e no grafico 1 — algumas questbes
figuram em mais de uma ocasidao no quadro/grafico por abordarem mais de um eixo para sua
resolugao.

E possivel notar que, dentre as dez categorias propostas, apenas Fundamentos de Analise
deixou de figurar em alguma avaliagdo. Também & evidente a importancia dada ao Célculo
Diferencial e Integral, que apresenta uma quantidade consideravel de questdes em todas as
avaliacdes, haja vista 0 numero total de 30 questbes de conhecimentos especificos por prova.

Com relagcado a segunda tabulacdo, ou seja, mais especificamente com relagéo a disciplina
de Analise Matematica, o resultado pode ser conferido no quadro 2.

Observa-se que apenas trés dos contetdos listados na ementa considerada sao abordados
no ENADE, ou seja, ndo figuram questbes de: critérios de convergéncia, série de poténcias e
propriedades, desenvolvimento de funcbes em séries de poténcias, séries de Taylor e de Fourier e
a expansao decimal dos numeros reais. Também & possivel observar que, nas duas primeiras
avaliacdes em que foram inseridas questdes de andlise aplicadas em 2008 e 2011, 0 nUmero de
questdes era quatro, no ano de 2014 foram duas questdes de andlise, e apenas uma em 2017,
indicando uma significativa diminuicao.

Quadro 1: Tabulacdo das questdes presentes no ENADE para os cursos de
Licenciatura em Matematica desde 2004**

Numeros das questoes que envolveram cada categoria no ENADE de cada ano
Categorias 2005 2008 2011 2014 2017

10, 14, 10, 12, 14,
17, 21, 15,16,17, 9,12, 283
22,25 21,22

Célculo Diferencial 25, 26, 27, 16, 19, 24,
e Integral 28, 30" 26, 31, 40"

Quantidade de

~ 5 6 6 8 3
questbes/ano
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. . 11,19, 30,
Algebra Linear 11,24 22,23 9 QD3* 14,16
Quantlfjade de 5 5 1 4 5
questdbes/ano
10, 18,
Fund:rrg?ir;teos de 19, Sg* 26, QD4*, 17,22 o3
QD5*
Quantlfjade de 0 4 4 5 1
questbes/ano
Fundamentos de QD3*, 17,
Algebra 19, 23 18, 27, 30 11, 20 9 o5
Quantlfjade de > 3 5 1 3
questbes/ano
15, 16, 17,
Fundamentqs de 20, 21, 29*, 15, 25; 34, 12, 24, 33 23, 241, 00 24. 26
Geometria 40 QD4
31,37
Quantlfjade de 8 4 3 3 3
questdes/ano
Geometria Analitica 18, 22 12 23 20, QD3* QDA;é ",
Quantlfjade de > 1 1 5 3
questdes/ano
1,2, 3’ 4, 5’ 1,2, 3’ 4, 5’ 1’21 35 4’ 1125 3’ 4! 152’ 3! 45
= * * * 5’ 6! 75 8’ 5! 65 7’ 8! 55 6’ 7! 85
Formacao Geral 6,7, 8%, 97, 6,7, 8, 9%, i " "
10* 10* QD1*, QD1*, QD1*,
QD2* QbD2* QD2*
Quantidade de
questdes/ano 10 10 10 10 10
11, 12, 14,
Fundamentos de ;? ;g’ gg’ 17,21,28%, 13, 15, 13%’ 2(:?63,*7’ QD5*, 13,
Matematica e 32, 35, 36, 16, 19 A 15, 18, 27
40 QD5
39
Quantidade de
questbes/ano 7 10 4 6 5
Estatistica e *
Probabilidade 12 13 QD3*, 31 13,25,29 10, 20, 21
Quantlfjade de 1 1 > 3 3
questbes/ano
QD4*,
Educacéo/ gg gg 2‘7‘ gg’ gg 31,32,33, QD5 27,
Educacéo T o 33, 37, 38 o 34, 35, 28, 29, 30,
> 38, 39, 40, 30, 32, N
Matematica QD5*,28 31, 32, 33,
31,32 34, 35
34, 35
Quantidade de 11 3 8 7 11

questdes/ano

* Questdes discursivas. **As provas dos anos que néao figuram na tabela, a partir de 2004,
nao foram aplicadas aos cursos de Licenciatura em Matematica.

Fonte: dos autores.
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Grafico 1: Distribuicdo das questdes do ENADE em categorias
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Algebra
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Fundamentos
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Fundamentos
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o

2 4 6 8 10 12
m2017 =2014 =2011 =2008 =2005

Fonte: dos autores
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Quadro 2: Tabulacdo especifica das questdes de Andlise presentes no ENADE a
partir de 2004**

Numeros das questoes que envolveram cada categoria no ENADE de cada
ano

Conteudo especifico 2008 2011 2014 2017

Sequéncias e séries
numéricas

Quantidade de
questbes/ano

29* 10, QD4* 17

A construgdode Re o
axioma da completude

Quantidade de
questbes/ano

20 18

Demonstracdes de
alguns dos principais 19, 26 QD5 22 23
teoremas do CDI

Quantidade de
questbes/ano

*Questdes dissertativas. **As provas dos anos que nao figuram na tabela, a partir de 2004,
nao apresentaram questdes de andlise.

2 1 1 1

Fonte: dos autores

6 RESOLUCAO COMENTADAS DAS QUESTOES

A seguir, as questbes de Analise presentes nos ENADE realizadas até 2017 serdo comentadas uma
a uma, sendo que utilizamos como base as resolucdes apresentadas por Marinhos e Neves (2011)
para os anos de 2005, e as elaboradas pela elaboradas pela Pontificia Universidade Catdlica do Rio
Grande do Sul (CARDONA et al, 2011 e CASTILHOS; MULLER, 2014) para os anos de 2008 e 2011.
As questdes dos anos de 2014 e 2017 foram resolvidas integralmente pelos autores deste artigo.

6.1 Questoes de Fundamentos de Analise no Enade de 2008
Questao 19: Considere g: R — R uma fungédo com derivada Z—i’ continua e f a funcao definida por

f(f % (t)dt para todo x € R. Nessas condicoes, avalie as afirmacdes que se seguem: |. A funcéo f é

integravel em todo intervalo [a,b],a,b € R,a < b. Il A fungdo f é derivavel e sua derivada é a
funcdo g. lll A funcéo diferenca f — g € uma fungao constante. E correto o que se afirma em: a) |,
apenas. b) I, apenas. c) | e lll, apenas. d) Il e lll, apenas. e) |, Il e Ill.

Resolucao: Avaliaremos cada uma das afirmacdes. I. Inicialmente, a funcéo g é definida dos
reais nos reais (g: R —» R). Sendo o intervalo [a, b] delimitado por dois nUmeros reais €, por hipétese,
a derivada da funcéo g, %, continua, temos, pelo teorema de Weierstrass?*, que ela é limitada no
intervalo [0, x] para qualquer x escolhido no intervalo [a, b]. E possivel afirmar, portanto, que a funcéao

fox% (t)dt esta bem definida e € continua em qualquer intervalo [a, b] e, assim, é integravel em [a, b].

4 Teorema de Weierstrass: Toda fungéo continua num intervalo fechado [a, b] assume um méximo e um minimo em
[a, b].
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Assim, a afirmacgéao | é verdadeira. Il. O Teorema Fundamental do Célculo nos diz que existe uma

relacdo inversa entre as operacdes de integracéo e derivacdo. Aplicando esse conceito ao problema

proposto, temos que a derivada de f;(% (H)dt é % (t). O enunciado nos diz que % (t) é a derivada

de g, desse modo, % (t) # g, pois € sua primitiva. Assim, a afirmacao Il é falsa. Ill. Como apontado

em ll, derivada de fg%(t)dt é %(t), que é igual a derivada de g. Por terem a mesma derivada,

~ L d T . .4
temos que f e g sdo ambas primitivas de d—f(t), 0 que significa que o que as diferencia é uma
constante. Assim, a afirmacéo Il é verdadeira. A resposta correta é, portanto, a alternativa C.

Comentarios: A questao apresentada se enquadra no conteudo previsto para a disciplina de
Analise na USP, sob o tépico “Demonstracbes de alguns dos principais teoremas do Calculo
Diferencial e Integral”. A resolugéo exige que o estudante tenha conhecimento do Teorema de
Weierstrass e do Teorema Fundamental do Calculo, resultados importantes dentro da analise
matematica, além de ter sedimentado o conceito de primitiva de uma fungao.

k 3k %k

Questao 20: Para cada numero real x, considere o conjunto C, formado por todos os numeros
obtidos somando-se a x um numero racional, isto é, C, = {x +r:r € Q}. Sob essas condi¢des,
conclui-se que: a) 0 numero m pertence ao conjunto C;. b) o conjunto C, N C5 possui um Unico
elemento. ¢) o numero /2 pertence ao conjunto Cy3- d) os conjuntos C; e Cy,3 s&o iguais. €) o
namero zero pertence ao conjunto C, U C_,.

Resolucao: Avaliaremos cada uma das afirmacgdes. a) O conjunto C; é formado por numeros
obtidos a partir da lei de formacgéo: C; = {1+ r:r € Q}. Como 1 e r sao racionais, 1 + r também
deve ser racional. Como © € um namero irracional, ndo pode pertencer a C;. Assim, a afirmacéao a)
é falsa. b) A segunda afirmacgéo pode ser refutada com um contraexemplo. Temos que C, = {4 +
rireQleCs={5+r:r€Q}. Porexemplo, {4+2=6€(C,}e{5+1=6€C(Cs},ouseja 6 €CyN
Cse {4+3=7€C,} e {5+2=7€ (s}, 0 que significa que 7 € C, N C5 e demonstra que existem
pelo menos dois elementos pertencentes a C, N Cs. ¢) Vamos supor que exista um nimero r € Q,
tal que V3 +r = /2. Subtraindo V3 de ambos os lados da equacéo, temos r = /2 —+/3, que
resultara em um numero irracional, o que € absurdo, pois r, por hipotese, € um numero racional.
N&o existe, portanto, um nimero r € Q, tal que V3 +r =2 e concluimos que o nimero v2 néo
pertence ao conjunto C 5. Assim, a afirmagéo c) é falsa. d) Para avaliar afirmacéo d), & necessario
observar que, para um x racional, C, sera igual a Q. Como 3 e 1/3 sdo numeros racionais, ambos,
C; e Cy/3, S80 iguais a Q e, assim, sdo iguais entre si. Assim, essa afirmagéo é verdadeira. e) A lei
de formagédo do conjunto C, é{m +r:r € Q}. Temos que 0 =r + (—m), entretanto, (—m) é um
numero irracional, ndo se enquadrando nos valores admitidos para r. Portanto, 0 ¢ C,. De forma
analoga, podemos concluir que 0 ¢ C_,. Isso posto, 0 ¢ (C, U C_;). Assim, a afirmacao e) é falsa.
Portanto, a resposta correta é a alternativa d).

Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no contetdo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o tépico “A construcao de R e 0 axioma da completude”. A resolugao exige que
o estudante tenha conhecimento de conceitos pertencentes a teoria dos conjuntos, com énfase para
propriedades dos numeros racionais, irracionais e reais.

k ok ok
Questdo 26: Analisando a fungdo f(x,y) = x*(x — 1) + y(2x — y), definida no dominio D =
{(x,y) ER? -1 <x <1,—1 <y < 1}, um estudante de calculo diferencial escreveu o seguinte: A
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funcdo f tem um ponto de minimo global em D, porque o ponto (0,0) é um ponto critico de f. A
respeito da afirmacéo feita pelo estudante, assinale a opcéo correta: a) As duas assergdes séo
proposicdes verdadeiras, e a segunda € uma justificativa correta da primeira. b) As duas assercoes
sédo proposicdes verdadeiras, mas a segunda ndo € uma justificativa correta da primeira. c) A
primeira asser¢ao € uma proposicao verdadeira, € a segunda é falsa. d) A primeira assercao € uma
proposicao falsa, e a segunda é verdadeira. €) Ambas as asser¢des sdo proposi¢oes falsas.

Resolucdo: Como todas as alternativas versam sobre a validade ou nao das assergoes
feitas, inicialmente, avaliaremos tais assercoes e, posteriormente, cada uma das afirmagodes. a) O
conjunto D apresentado € fechado, ou seja, inclui todos os seus pontos de fronteira, e também é
limitado, podendo ser chamado de conjunto compacto. Considerando que o dominio é compacto e
observando ainda que a fungéo é polinomial e, portanto, continua, pode-se dizer, pelo teorema de
Weierstrass, que ela atinge o minimo global e 0 maximo global em D. Assim, a primeira afirmacéo
€ verdadeira. b) Para saber se (0,0) é um ponto critico de f, primeiro é necessario fazer as derivadas
parciais de f e entdo substituir as coordenadas dadas. Caso £,(0,0) = 0 e £,(0,0) = 0, ou se uma
das derivadas parciais nao estiver definida em (0,0), esse serd um ponto critico de f. No caso,
fx(x,y) =3x* —2x + 2y e f,(x,y) = 2x — 2y. Substituindo o ponto dado nas derivadas parciais,
temos: £,(0,0) = 0 e £,(0,0) = 0. Assim, a segunda afirmagéo é verdadeira. c) Verificaremos agora
se a segunda afirmacdo é uma justificativa correta para a primeira. O fato de possuir derivadas
parciais iguais a zero em determinado ponto, ndo garante que a fungao ter& um maximo e um
minimo local nesse ponto. Assim, a segunda afirmacéo nao justifica a primeira, donde conclui-se
que a alternativa correta € a b).

Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no contetdo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o tépico “Demonstragdes de alguns dos principais teoremas do Calculo
Diferencial e Integral”. A resolu¢do exige que o estudante tenha conhecimento de Teoremas e
defini¢cdes utilizados no célculo, tais como, minimo global, maximo global e ponto critico, além de
ter certa clareza sobre quais dessas definicdes e como podem ou néo ser interligadas.

k 3k %k

Questdo 29: Considere a sequéncia numérica definida por a; = Va; ap4q, = /a +./a,, paran =

1,2,3, ... Usando o principio de inducéo finita, mostre que a,, < a paratodon > 1 e a > 2. Para isso,
resolva o que se pede nos itens a seguir e transcreva suas respostas para o Caderno de Respostas,
nos locais devidamente indicados. a) Escreva a hip6tese e a tese da propriedade a ser
demonstrada. b) Prove que a(a — 1) > 0 para a > 2. c) Mostre que va < a, para todo a > 2. d)
Supondo que a, < a, prove que a,.; <V2a. €) Mostre que a,;; < a. f) A partir dos passos
anteriores, conclua a prova por indugao.

Resolucéo: a) Hipbtese: a sequéncia a,,, é definida por a; =Va e ap,; = /a +./a,, para

n=123,., com a=>2. Tese: a,<a para todo n=>1. b) Consideremos que a > 2.
Convenientemente, podemos adicionar -1 em ambos os lados da desigualdade sem perda de
generalidade. Obteremos a —1 > 2 — 1, ou seja, a — 1 > 1. Assim, a — 1 € positivo. Sabendo que
a — 1 é positivo e, por hipbtese, a > 2, o produto a(a — 1) resultara também em um ndmero positivo.
Portanto, a(a — 1) > 0 para a > 2, conforme queriamos demonstrar. ¢) Considerando o resultado
obtido no item anterior, temos que a(a—1) >0 para a > 2. Realizando a distributiva na
desigualdade demonstrada, temos: a? — a > 0. Adicionando a em ambos os lados da desigualdade,



Hipatia 337 v. 5, n. 2, p. 325-347, dez. 2020

temos: a? > a. Utilizando a raiz quadrada dos dois lados da desigualdade, temos que a > va e, sem
perda de generalidade, que va < a conforme queriamos demonstrar. d) Supondo que a,, < a, temos
que \/a_n < +va. Do item anterior, temos que Va < a e, por transitividade, \/a_n < a. Somando a em
ambos os lados da desigualdade, temos a +\/a, < a+a, ou seja, a +/a, < 2a. Novamente,

aplicando a raiz nos dois lados da desigualdade, temos /a + ./a, <+2a. Mas, de acordo com a

definicdo dada no enunciado, /a+ a, = ap4q, €ntdo a,,; <V2a, conforme queriamos

demonstrar. e) Por hipbtese, temos que a = 2. Subtraindo 2 em ambos os lados da desigualdade,
temos: a—2 =2 -2, ou seja, a —2 = 0. Multiplicando ambos os lados da desigualdade por a,
temos: a(a — 2) = 0, e assim, a? — 2a > 0. Adicionando 2a em ambos os lados da desigualdade,
temos: a? > 2a, 0 que podemos transcrever, sem perda de generalidade, como 2a < a?. Aplicando
a raiz quadrada dos dois lados da desigualdade, temos: v2a < a. Foi demonstrado no item d) que
an+1 <V2a, entdo, por transitividade, a,,; < V2a < a, e portanto, a,,; < a, conforme queriamos
demonstrar. f) O que queremos demonstrar é a tese exposta no item a), com base na hipdtese
apontada no mesmo item. Para realizar a prova por inducdo ha trés passos: |. € necessario
inicialmente verificar se a proposicao em teste é vélida para n = 1. Como demonstrada em c), é
valida. Il. Suporemos que a proposicéo é valida para um namero n. lll. E necessario verificar se a
proposicao € valida para n + 1. Como demonstrado nos itens d) e e), é valida. Logo, por indugéo, a
propriedade é valida para qualquer natural, conforme queriamos demonstrar.

Comentarios: A questao apresentada se enquadra no conteudo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o topico “Sequéncias e séries numéricas”. A resolugao exige que o estudante
tenha conhecimento de sequéncias recorrentes, principio da inducao finita e propriedades dos
nameros reais, como distributividade, multiplicidade, monotonicidade e transitividade.

6.2 Questoes de Fundamentos de Analise no Enade de 2011

Questdo 10: Sabe-se que, para todo nimero inteiron > 1, tem-se == < Y/n! <

n

se lim £=a,entéo:a)a=0.b)a=—.c)a=1.d)a=e.e)a=+00.

n-+oco N
<Vt <
paran > 1 como base. E necessario observar que a fungao cujo limite se deseja calcular néo é

igual a nenhum dos termos da inequagéo dada. Podemos, entretanto, multiplicar todos os termos
n r \/_' ”r \/_'

1
n

o limite de g quando n — +oo, temos: lim Ne _ lim e— Mas como n — +oo, ——> 0. Assim,

n—-+o € n—-+oo €
1

. n . 0 .1 1 _ N

lim £ = lim &= lim - =-. Por outro lado, calculando o limite de =< quando n — +oo, temos:
n—-+oo € n—-+oo € n—+oo € e e

li e . n.Ve . .. ..

im —— = hrp > valendo-nos de propriedades de limites, sabemos que o limite dos produtos
n—+oo n—+oo

n
é o produto dos limites, entdo, teremos: lim %/n. lim ——. Olhando separadamente para cada um
n->+oo n-+oo €
1

dos limites, temos que o primeiro, lim Vn, resulta em lim nn= limn°= lim1=1, e o

n—-+oco n—-+oco n—-+oco n—+oo
. Ne .. . . LN 1 1 .
segundo, lim ﬁ, ja foi calculado e resulta em % Desse modo, lim ~—= = 1.==-. Como os dois
n-+oo € e n-+ow € e e
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. . . 1 . m 1 .
limites encontrados sao iguais a = pelo Teorema do confronto, hIP Sl - Conclui-se, portanto,
n

—400 N
que a alternativa correta € a b).

Comentarios: A questao apresentada se enquadra no conteudo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o topico “Sequéncias e séries numéricas”. A resolugdo exige que o estudante
tenha conhecimento de sequéncias numéricas, aplicacdo de propriedades de limites e teoremas
importantes como o Teorema do Confronto. Nogcbes basicas sobre exponenciacdo também séo
exigidas para a resolucdo do problema.

k 3k %k

Questao 18: Duas grandezas x e y sao ditas comensuraveis se existe um numero racional q tal que
a medida de x € igual a q vezes a medida de y. Com base nesse conceito, sdo grandezas
comensuraveis: a) a aresta de um cubo de volume V e a aresta de um cubo de volume 2V. b) a area
e o0 perimetro de um circulo, quando o raio € um numero racional. c) a area e o diametro de um
circulo, quando o raio € um numero racional. d) 0 comprimento e o didmetro de uma circunferéncia.
e) a diagonal e o lado de um quadrado.

Resolucdo: Para resolver essa questdo, iremos testar cada uma das alternativas
apresentadas e verificar se seus resultados sdo racionais. Ou seja, dadas duas medidas,
verificaremos se a divisdo da primeira pela segunda resulta em um racional. a) Chamemos de x a
aresta do cubo de volume V e de y, a aresta do cubo de volume 2V. Teremos 0s seguintes valores
para os volumes: V = x* e 2V = y3. Entretanto, a relagdo que deve ser feita & entre as arestas.
Encontraremos, entdo, os valores de x e y. Aplicando a raiz cubica nos dois lados da igualdade

3
para ambos os casos, temos: VYV = Vx® e V2V = /y?, que resulta em: {V=x e V2.YV = y.
W
V23w
1 P , . .
35> ue € um numero irracional. Portanto, a aresta de um cubo de volume V e a aresta de um cubo
de volume 2V ndo sdo comensuraveis. b) A area A, de um circulo de raio R é nR?, e seu perimetro

Queremos saber se a razao entre x e y € racional, portanto: 5 = Concluiremos assim que § =

p ~ L A R? R . g
P, é 2nR. A razdo entre essas duas grandezas é > = ;—R, que resulta em . Como foi afirmado no

. P . R , . . ) P P
enunciado que R é racional, ;€ racional. Podemos concluir que a area e o perimetro de um circulo,
quando o raio € um nimero racional sdo comensuraveis. c) A area de um circulo de raio R é nR?, e

‘a . ~ L A R? R p .
seu didametro D, é 2R. A raz&o entre essas duas grandezas é o= Z—R, que resulta em "7 R é racional

(por hipétese), enquanto = é um numero irracional, assim, seu produto resulta em um numero
irracional, que dividido por 2, sera ainda irracional. Podemos concluir que a area e o didmetro de
um circulo, quando o raio € um numero racional ndo sdo comensuraveis. d) O comprimento C de

uma circunferéncia de raio R € 2nR, e seu didametro D, € 2R. A razéo entre essas duas grandezas
., C _ 2mR

D 2R
didametro de uma circunferéncia nao sao comensuraveis. e) Seja [, o lado de um quadrado, temos,

, que resulta em 7, que € um numero irracional. Podemos concluir que o comprimento € o

oz . . ~ . d
pelo Teorema de Pitagoras, que sua diagonal d é [v/2. A raz&o entre essas duas grandezas é 7=
W

l
lado de um quadrado nao sao comensuraveis. A resposta correta é a alternativa b).

, que resulta em v/2, que & um namero irracional. Podemos concluir, assim, que a diagonal e o

Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no contetdo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o tépico “A construcdo de R e o0 axioma da completude”. A resolugao exige que
0 estudante tenha conhecimento do conceito de comensurabilidade, e consequentemente certo



Hipatia 339 v. 5, n. 2, p. 325-347, dez. 2020

dominio acerca de propriedades dos conjuntos dos numeros racionais e irracionais, além de
conhecimentos bésicos de geometria.

k 3k %k

~ . . . N . ;. - 4
Questéo discursiva 4: Considere a sequéncia numérica definida por a; = a, a4, = ﬁ
n

para n >

1. Use o principio de induc&o finita e mostre que a, < /2, para todo nimero natural n > 1 e para

0 < a < /2, seguindo os passos indicados nos itens a seguir: a) Escreva a hipotese e a tese da
4a
2+a?

para todo 0 < a < /2. d) Mostre que 0 < s < /2. ) Suponha que a,, < V2 e prove que a,,; < V2.
f) Conclua a prova por indugao.

propriedade a ser demonstrada. b) Mostre que s = > 0, para todo a > 0. c¢) Prove que s% < 2,

~ . s P N . - 4
Resolucgao: a) Hipbtese: (a,,) é a sequéncia definida por: a; = a,a,41 = % paran > 1,em
n

que 0<a; =a<+2. Tese: a, <2, para todo nimero natural n>1. b) Observando o
denominador 2 + a2, podemos afirmar que ele sera sempre positivo, dado que a? sempre sera um
numero positivo e, adicionado a 2 que € positivo, resultara em um numero também positivo.
Observando, por outro lado, o numerador 4a e, considerando que 0 < a <+/2, por hipotese,

podemos afirmar que ele sempre sera positivo, dado que a € positivo e € multiplicado por 4, que
4a
2+a?

também é positivo. Dessa forma, como a razao sera sempre positiva, pois € feita entre dois

4a
2+a?

Desenvolvendo a expressio, temos: s* =

4a

> 0, conforme queriamos demonstrar. c) Temos que s = Tra?

nameros positivos. Portanto s = PpeT

(4a)®
(2+a2)2'

16a®
4+4a%+a?’

Assim, s? = Queremos que mostrar que

16a®

4+4a*+a*
16a% > 2(4 + 4a% + a*) ou seja, 8a? > 4 + 4a”? + a*. Podemos reescrever a desigualdade, sem
perda de generalidade, como 4 + 4a? + a* < 8a?, subtraindo 8a? em ambos os lados da
desigualdade, temos: 4 — 4a? + a* < 0, que pode ser reescrito como (2-—a?)? <0, o que é
absurdo. Suponhamos agora, que s? = 2. Desenvolvendo a equacéo de forma analoga a que foi
feita com a inequacéo anterior, obteremos(2 — a?)? = 0, o que também é absurdo, uma vez que
0 < a < /2 e, o Unico valor de a que resultaria em zero, seria v/2. Desse modo, a afirmacéo de que
s?2 < 2 deve ser verdadeira. De fato, afirmar que s? < 2, equivale a dizer que 16a* < 2(4 +
4a% + a*), ou seja, 8a* < 4+ 4a”? + a*. Podemos reescrever a desigualdade, sem perda de
generalidade, como 4 + 4a? + a* > 8a?, subtraindo 8a? em ambos os lados da desigualdade,
temos: 4 — 4a? + a* > 0, que pode ser reescrito como (2 — a?)? > 0, o que é sempre verdade, para
qualquer valor de a. Desse modo, s? < 2, para todo 0 < a < V2, conforme queriamos demonstrar.
d) Provamos em b) que s > 0, para todo a > 0. Em c), provamos que prove que s? < 2, para todo
0 < a < /2, 0 que equivale a dizer que s < /2. De posse desses dois resultados, e do fato de que
raiz quadrada € uma fungéo crescente, concluimos que 0 < s < /2, paratodo 0 < a < /2, conforme
queriamos demonstrar. ) Assumamos que a, < V2 é verdade. Como demonstrado em d), 0 < s <
V2, entdo a,,; < V2. f) O que queremos demonstrar é a tese exposta no item a), com base na
hipétese apontada no mesmo item. Para realizar a prova por indug¢ao ha trés passos: |. € necessario
inicialmente verificar se a proposicdo em teste é valida para n = 1. Por hipotese, a; = a e a < V2,
ou seja, a propriedade é valida paran = 1. ll. Suporemos que a proposi¢ao é valida para um namero
n. lll. E necesséario verificar se a proposi¢do é valida para n + 1. Como demonstrado no item e), é
vélida. Logo, por indugdo, a propriedade é valida para qualquer natural, conforme queriamos
demonstrar.

< 2. Inicialmente, vamos supor que s% > 2,para 0 < a < V2. Isso equivale a dizer que
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Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no contetdo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o topico “Sequéncias e séries numéricas”. A resolugao exige que o estudante
tenha conhecimentos acerca de sequéncias por recorréncia, além do principio da indugao finita e
realizacao de demonstracdes por inducéo.

k 3k ok

Questéo discursiva 5: O Teorema do Valor Intermediario € uma proposicao muito importante da
analise matematica, com inumeras aplicagbes tebricas e praticas. Uma demonstracao analitica
desse teorema foi feita pelo matematico Bernard Bolzano (1781 — 1848). Nesse contexto, faca o
que se pede nos itens a seguir: a) Enuncie o Teorema do Valor Intermediario para funcées reais de
uma variavel real. b) Resolva a seguinte situacao-problema: o vencedor da corrida de Sao Silvestre-
2010 foi o brasileiro Mailson Gomes dos Santos, que fez o percurso de 15 km em 44 min e 7 seg.
Prove que, em pelo menos dois momentos distintos da corrida, a velocidade instantanea de Mailson
era de 5 metros por segundo. c) Descreva uma situagéo real que pode ser modelada por meio de
uma funcéo continua f, definida em um intervalo [a, b], relacionando duas grandezas x e y, tal que
existe k € (a,b) com f(x) # f(k), paratodo x € (a,b),x # k. Justifique sua resposta.

Resolugcédo: a) Se f :[a,b] » R é continua, entao, para todo f(a) < k < f(b), existe ¢ €
(a, b) tal que f(c) = k. b) Inicialmente, converteremos para segundos o tempo gasto na prova pelo

corredor: (44 x 60) +7 = 2647. Como a distancia percorrida pelo corredor foi de 15 km, 0 que
15000 m
2647 s

instante inicial V(0), a velocidade do corredor era igual a 0, assim como no momento final V(2647),

dessa maneira, a funcéo € definida no intervalo [0,2647] e V(0) = V(2647) = 0. Admitiremos
também que a funcdo é continua no intervalo em que esta definida. Desse modo, pode-se afirmar
que existe ao menos um momento t, na prova em que a velocidade do corredor foi igual a sua
velocidade média, ou seja, V(t,) = 5,67m/s. Temos entdo que V(0) <5 < V(ty) e também que
V(2647) <5 < V(t,). Pelo Teorema do Valor Intermediario, temos entdo que em, pelo menos, dois
instantes, t; € [0,ty] € t, € [ty, 2647], V(t;) = V(t,) = 5. ¢) Qualquer situacao-problema modelada
por uma fung¢ao continua em um intervalo [a, b] que seja estritamente crescente ou decrescente, ou
uma funcédo em que f(a) # f(b), atenderia a esse enunciado.

equivale a 15000 metros, sua velocidade média em m/s foi: = 5,67m/s. Admitiremos que no

Comentarios: a questao apresentada enquadra- se no conteudo previsto para a disciplina
de analise na USP sob o tépico “Demonstracdes de alguns dos principais teoremas do Calculo
Diferencial e Integral”. A resolucéo exige que o estudante tenha conhecimentos acerca de fungdes
continuas e suas propriedades, especificamente o Teorema do Valor Intermediario, sabendo
enuncia-lo e aplicé-lo.

6.3 Questoes de Fundamentos de Analise no Enade de 2014

Questéo 17: Considere (x,,),n € N, uma sequéncia de niumeros reais positivos tal que x,41 = %

Nesse caso, 1ir£1 X, €igual a: a) +.b) 0.¢) x;.d) 1. e) e.
n—+oo

Resolucgéao: Inicialmente, escreveremos os primeiros termos da sequéncia para observar a

Xo/2 _ Xo X3

~ . . __Xo _ X1 _ Xg _ Xz _
relacdo entre eles e localizar o termo geral: x; = X SE 3T S oS o ==

Xo/6 _  Xo
4 T 123477
lim x,, = lim x—? = 0. Portanto, a resposta correta € a alternativa b).

n—oo n-oo n

Xp = % Por hipétese, x, € positivo e podemos observar que € constante. Assim,
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Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no conteudo previsto para a disciplina de
analise na USP sob o topico “Sequéncias e séries numéricas”. A resolucéo exige que o estudante
tenha conhecimentos acerca de sequéncias e séries e limites.

k 3k %k

Questéo 22: Um dos problemas mais importantes estudados pelo calculo diferencial e integral diz
respeito a maximizag¢ao e minimizacao de funcées. Um desses problemas esta relacionado a funcéo
clbica definida por f(x) = ax3 + bx? + cx + d, em que a, b, ¢ e d s&o constantes reais, com a # 0.

Acerca dessa cubica, avalie as afirmagdes a seguir: I. A fungdo f possui apenas um ponto de
inflexdo, independentemente dos valores de a, b, c e d. Il. Se b? — 3ac > 0, entdo f possui um ponto
de maximo local e um ponto de minimo local. Ill. Se f possui um ponto de maximo local e um ponto
de minimo local, entdo a média aritmética das abscissas desses dois pontos extremos corresponde
a abscissa do ponto de inflexdo. E correto o que se afirma em: a) |, apenas. b) I, apenas. c) | e lll,
apenas. d) Il e lll, apenas. e) |, ll e II.

Resolucdo: Avaliaremos cada uma das afirmacgdes. |. Para verificar se um ponto p € um
ponto de inflexdo de f, precisamos testar se f apresenta concavidades voltadas para sentidos
diferentes a partir de p. Ou seja, dado o intervalo ]a, b[, contido no dominio da fungéo, precisamos
verificar se em ]a, p[ e |p, b[ as concavidades da fungéo voltam-se para sentidos opostos. Para fazer
essa verificacdo, faremos a derivada de segunda ordem de f e, dado o intervalo que se deseja
verificar, a depender se o resultado for maior ou menor do que zero, saberemos se a concavidade
sera para cima ou para baixo, respectivamente. Igualando a zero a segunda derivada, poderemos
saber, ainda, qual é a abscissa do ponto de inflexdo. Derivando f(x), temos: f'(x) = 3ax? + 2bx +

c. Fazendo a segunda derivada: f"'(x) = 6ax + 2b. Igualando a zero a segunda derivada: 6ax +

. . ~ . 2b b L ;-
2b = 0. A abscissa do ponto de inflexdo sera: 6ax = —=2b - x = DX = E necessario

avaliar as situagdes para a positivo e negativo. Inicialmente, se a > 0, f”(x) > 0 no intervalo | —
b b ~ . . . b
—,oo[ e f’(x) <0em]— o, ——][, desse modo, a fungao tera concavidade para cimaem | — o o[

3a’ 3a
. b . . . . b . ;o . ~
e para baixo em | — oo, —g[- Assim, € possivel afirmar que — 35 © 0 unico ponto de inflexao de f,

) H b 7] b
nesse caso. Por outro lado, casoa < 0, f”(x) < 0 nointervalo | — g,oo[ef (x) >0em] — oo, —g[,

b

~ , . . b .
desse modo, a fungéo tera concavidade para baixo em | —g,oo[ e para cima em | — oo,—g[.

. P . . b . ;o . ~ P
Assim, € possivel afirmar que — 3, € 0 Unico ponto de inflexdo de f também nesse caso. Portando,

a afirmacao | é verdadeira. Il. Para determinar os pontos de maximo e minimo local, é necessario
voltar nossa atengao para a derivada de primeira ordem da funcdo f. Caso a derivada de primeira
ordem seja igual a zero em um ponto, e a de segunda ordem maior do que zero, neste mesmo ponto
€ um ponto de minimo local. Por outro lado, caso a derivada de primeira ordem seja igual a zero no
ponto, e a derivada de segunda ordem seja menor do que zero, € um ponto de maximo local. A
derivada de primeira ordem de f é: f'(x) = 3ax? + 2bx + c. Como dito, f’(x) precisa ser igual a zero
no ponto p, entdo: 3ax? + 2bx + ¢ = 0. De fato, considerando f'(x) = 0 como uma equacéo de
segundo grau, caso A= 4b? — 4 x 3a X ¢ seja maior do que zero, havera duas raizes reais e distintas
para ela, e podemos reescrever A da seguinte maneira: A= 4(b? — 3ac). Assim, como 4 & um
nlmero positivo, caso b? — 3ac > 0, A sera maior do que zero e havera duas raizes que podem ser
-b+VbZ-3ac ex, = -b—VbZ-3ac
3a 3a
f"(x) = 6ax + 2b. Substituindo nela os pontos em que a derivada de primeira ordem sera zero,

teremos: f"(x;) = 6a%j_3ac+ 2b - f""(x;) = 2Vb? — 3ac, que é sempre positivo. f''(x,) =

expressas como: x; = . A derivada de segunda ordem da funcéo é:
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6a%§_m+ 2b - f""(x,) = —2Vb? — 3ac, que é sempre negativo. Desse modo, x; € ponto de

minimo da funcao e x, € ponto de maximo da fung¢ao. Portanto, a afirmacéao Il é verdadeira. Ill. As
abscissas dos pontos minimo e maximo locais foram encontrados no item anterior, assim, basta

—b+V/b2-3ac -b—Jb2-3ac —2b+
L . . Ly + + 2b b ,
fazer a média aritmética entre eles: x12x2 =——— 3 = S-=—-—=—2- que é

exatamente o valor encontrado para o ponto de inflexdo em I. Portanto, a afirmacéao Il € verdadeira.
Conclui-se, assim, que a alternativa correta € e).

Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no contetdo previsto para a disciplina de
analise na USP sob o tépico “Demonstracdes de alguns dos principais teoremas do Célculo
Diferencial e Integral”. A resolugcao exige que o estudante tenha conhecimentos acerca de funcdes,
especificamente, sobre teoremas que tratam de maximos e minimos e ponto de inflexao,
conseguindo aplicar seus resultados para a resolugao do problema. Também exige conhecimento
em derivadas de primeira e segunda ordem.

6.4 Questoes de Fundamentos de Analise no Enade de 2017
Questéao 23: Considerando que um estudante esteja testando um software para calcular o valor da
integral f (— - 5) dx, avalie as asser¢des a seguir e a relagao proposta entre elas: I. O resultado

f_12 (;— 5) dx = —3;—3, apresentado pelo software, esta correto porque Il. a primitiva da funcao

flx) = % —5éafungao F(x) = —%— 5x e, pelo Teorema Fundamental do Calculo, conclui-se que
f_12 (% — 5) dx = (—%— 5x)|i2 = (—% - 5.1) - <_ﬁ - 5(- 2)) 323. A respeito  dessas
assercoes, assinale a op¢ao correta: a) As assercoes | e Il sdo propor¢des verdadeiras, e a ll € uma
justificativa correta da I. b) As assercdes | e Il sdo proposicoes verdadeiras, mas a Il ndo é uma
justificativa correta da |. c) A assercao | € uma proposicao verdadeira, € a |l € uma proposicéao falsa.
d) A assercéo | € uma proposicéo falsa, e a Il € uma proposicao verdadeira. e) As assercoes | e |l
séo proposicoes falsas.

Resolucao: Avaliaremos cada uma das afirmagdes. I. Inicialmente, observando a integral
P ’ . . 1 1
dada, € possivel perceber que ela pode ser separada em duas outras integrais, a saber: f_z (P) dx

e f_lz(—S)dx. A integral f_lz(—S)dx pode ser resolvida por substituicdo simples, pois n&o apresenta
pontos criticos, 0 que ndo ocorre com f_lz (%) dx. Dessa forma, ater-nos-emos a esta ultima.

1 1 . . ~ .
f_2 (;) dx, tem um ponto de descontinuidade. De fato, x ndo pode assumir o valor zero, entretanto,
aintegral vai de —2 a 1, passando por esse valor. Sera necessario trabalhar, portanto, com integrais

. ! _ _ _1y]?
improprias: |_, ( )dx bli%l_f ( )dx + blir(l;l+f ( )dx bll)rgl_f ( ) x = lim ( x)

1 1
Jim, J, () dx = Jim (=),
afirmacao | é falsa. Il. O Teorema Fundamental do Calculo somente se aplica a funcbes continuas
e, portanto, ndo pode ser aplicado a essa situacdo, dado que existe uma descontinuidade em x =
0. Portanto, a afirmacao Il é falsa. A alternativa correta é e).

=OO’ e
-2

= co. Desse modo, a integral f (——S)dx diverge. Portanto, a

Comentarios: A questao apresentada enquadra-se no conteudo previsto para a disciplina de
Analise na USP sob o tépico “Demonstragdes de alguns dos principais teoremas do Calculo
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Diferencial e Integral”. A resolugcdo exige que o estudante tenha conhecimentos acerca de
descontinuidade e o Teorema Fundamental do Calculo, além de técnicas de integracao com énfase
para integrais impréprias.

7 DISCUSSOES

Algumas observacdes podem ser feitas acerca das avaliacbes do ENADE aplicadas até 2017.
Inicialmente, € possivel notar que, em todas as avaliagdes ja aplicadas, ha questdes relacionadas
ao tema “Demonstracdes de alguns dos principais teoremas do Calculo Diferencial e Integral”. Isso
pode ser considerado razoavel, uma vez que a analise busca, dentre outras questdes, trazer uma
visdo mais rigorosa sobre os resultados utilizados no calculo. Observa-se também que existe
preocupacdo em avaliar as capacidades dos alunos no que se refere a sequéncias e séries
numeéricas, pois questdes acerca desse assunto figuram em trés das quatro avaliagdes aplicadas.

Comparativamente ao quadro geral, € possivel verificar que a maior énfase nas avaliagcdes
€ dada aos contetdos de Fundamentos de Matematica, Fundamentos de Geometria e Calculo
Diferencial e Integral.

Ademais, é visivel a diminuicdo no numero de questdes referentes a Analise Matematica nas
tltimas duas avaliagbes do ENADE aplicadas as licenciaturas em matematica, bem como a
abrangéncia curta dos conteudos propostos para essa disciplina. Dessa forma, pode-se considerar
que as questdes relacionadas ao Calculo Diferencial e Integral incluem conteudos que, antigamente,
eram abordados nas disciplinas de analise (OTERO-GARCIA, 2011). O que difere, entretanto, é a
abordagem menos analitica focada apenas na resolu¢ao do problema que é dada no calculo. Seria
0 caso de se considerar os argumentos contrarios a utilizacdo do excessivo rigor na licenciatura e
assumir que a visao aplicada no Célculo ¢ suficiente?

Otero-Garcia (2011) levanta diversos questionamentos acerca dos motivos que levam a
disciplina de Andlise a estar presente nos cursos de Licenciatura, dentre eles, se ela ndo serviria
apenas como um filtro para apontar estudantes com potencial para seguir no Bacharelado.
Entretanto, h4 de se considerar que muitos matematicos defendem a obrigatoriedade da Andlise
mesmo para a modalidade de Licenciatura. Tanto os matematicos quanto os educadores
matematicos consultados nas pesquisas de Moreira, Cury e Vianna (2005) e Moreira e Vianna
(2016) apresentaram argumentos em defesa da obrigatoriedade da disciplina de Andlise na
licenciatura, afirmando que a Analise proporciona:

I.  entendimento da Matematica, uma vez que desenvolve a maturidade intelectual e a
“Cultura Matematica” explicando os “porqués” e dando seguranca ao licenciando,
distanciando o aluno de férmulas e regras desconexas ao proporcionar uma visao
integrada da Matematica e a compreensao da disciplina como instrumento para
aplicacéao;

II.  um contato com a matematica “superior”, conhecimento acerca de demonstracées,
a organizagao do conhecimento matemético;

lll.  fundamentacado e aprofundamento do conhecimento estudado na educacgéo basica,
permitindo ao licenciando conhecer de modo mais abrangente o conteddo que
lecionara e, assim, estar apto inclusive a decidir que nivel de aprofundamento dara
a cada conteudo.

Essa ndo é, necessariamente, a posicdo dos autores dos trabalhos citados e, a titulo de um
contraponto, Elias e Sachs (2018), em uma discusséo mais geral sobre a formagdo matematica do
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professor, defendem que a Matematica a ser trabalhada na formacéo inicial deve estar conectada
aos saberes que efetivamente sdo mobilizados na pratica docente.

E interessante verificar, também, que os contetidos abordados e que enquadramos na area
de interesse de Andlise, seguindo o programa de curso da USP, sdo abordados também em cursos
de Calculo. Sequéncias e séries numéricas, questdes relativas a numeros reais e demonstracoes e
utilizacao de teoremas interessantes para o Célculo Diferencial e Integral estao presentes em obras
que tratam especificamente de Calculo e nao, necessariamente, de Andlise. Estariamos
caminhando para uma “algoritmizagdo no ENADE”, do mesmo modo como 0s cursos de
Licenciatura caminharam para a “algoritmizacao da Analise Matematica”?

Como vimos, a visdo predominante® entre matematicos e os educadores matematicos é de
que ha a necessidade da obrigatoriedade do curso de Anadlise para a Licenciatura, respeitados 0s
conteudos e bibliografias indicados por cada um. A questao que se coloca, entretanto, vai no sentido
de analisar se, em um aspecto quantitativo, as avaliagbes oficiais aplicadas a licenciatura em
matematica concederiam papel de importancia a essa disciplina. Como frequentemente acontece
ao se trabalhar com pesquisa, a resposta parece relativa. Fatores como o nimero limitado de
questdes reunido em cada avaliagao e o carater interdisciplinar das questdes apresentadas devem
ser considerados.

E possivel perceber que o foco maior & dado para os procedimentos resolutivos das
questdes. A matematica como ferramenta. Embora o conhecimento formal e rigoroso auxilie no
entendimento dos problemas apresentados, ndo € obrigatério, na maioria das vezes, que o
estudante conheca a demonstracdo dos teoremas. Além disso, pode-se considerar que saber
demonstrar ndo é condicao necessaria ou suficiente para garantir seu entendimento. Afinal, até que
ponto os professores permitem a experimentacdo, a tentativa, a construcdo das demonstracdes
pelos estudantes? Em que medida essas demonstracdes sao apresentadas como algo definitivo ou
que precisa ser reproduzido nas provas?

Respondendo a questao colocada neste trabalho, pode-se dizer que o nivel de exigéncia em
relacdo aos contetudos de Analise Matemética no ENADE é baixo, se considerarmos que é dado
foco no uso das ferramentas matematicas em lugar de seu entendimento. Entretanto, ao considerar
que o entendimento mais profundo possibilita maior facilidade de interpretacdo e, por assim dizer,
maior “intimidade” do discente com os temas abordados, a Andlise ainda tem papel importante a
desempenhar nas avaliacées nacionais de cursos de graduacéo.

8 CONSIDERACOES FINAIS

Chegando a parte conclusiva de nosso trabalho, achamos relevante destacar que este, assim como
qualquer trabalho cientifico, ndo buscou responder em absoluto as questdes sobre as quais nos
debrugcamos. Ao contrario, por vezes 0s questionamentos levantados sao em numero maior do que
aqueles que sao respondidos, 0 que ndo nos causa surpresa, visto que a filosofia nos mostra que
“as perguntas [...] s&o mais essenciais que as respostas e cada resposta transforma-se em uma
nova pergunta” (JASPERS, 1971).

5 Evidentemente que ndo ha um consenso, haja vista que, até mesmo a presenca nas licenciaturas do Célculo
Diferencial e Integral, ndo € um consenso. Gereti (2018), por exemplo, defende que ndo deveria haver essa disciplina
nos cursos de licenciatura em Matematica.
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Expusemos dados por meio de uma andlise prioritariamente bibliogréafica e buscamos fazer
sobre eles nossas reflexdes. O processo de quantificacao das questdes presentes no ENADE para
as licenciaturas em matematica trouxe valores que, consideramos, mostram uma diminuicdo na
abordagem da Analise Matematica, mas também podem ser utilizados para a realizacédo de outras
medicdes. Vemos este trabalho como uma oportunidade para que outros se desenvolvam nesse
sentido, sendo possivel realizar novas tabulacdes especificas de outras disciplinas e, assim, tirar
novas conclusdes. Os resultados obtidos podem, ainda, servir para mostrar quais assuntos, dentre
os elencados, figuram com maior frequéncia no ENADE no que diz respeito a Analise Matematica.

Concluimos ressaltando que compreendemos que a analise produzida neste texto s6
permite uma avaliacéo evidentemente parcial do que se considera como nivel de exigéncia. Nesse
sentido, semelhantemente como se faz em areas de pesquisa como a Didatica da Matematica,
podemos dizer que a nossa analise € uma analise a priori do nivel de exigéncia. Além disso, ndao
negamos que nossa escolha pela disciplina de Introducao a Analise da USP como referéncia para
a tabulacéo nédo deixa de ser, em certa medida, arbitraria, uma vez que néo € o curriculo da USP
que baliza o instrumento legal que institui as diretrizes para as licenciaturas e seus contetdos
obrigatérios. Entretanto, tratou-se apenas de uma escolha possivel diante do quadro em que nao
conseguimos falar de “Analise Mateméatica” e sim de analises mateméticas, conforme justificamos
antes. Nossa andlise néo se esgota, porém caso outros referenciais fossem usados que nao os
nossos, teriamos outra pesquisa que ndo a nossa. Por fim, as nossas andlises de questdes
contemplam o enquadramento numa grade estipulada, porém nao apresentam dados estatisticos
das distribuicées de respostas, nem analisam os erros cometidos e as possiveis justificativas para
tanto. Todavia, considerando que a finalidade do processo avaliativo € identificar aspectos que
precisam ser aperfeicoados ou modificados nas instituicdes, essa andlise poderia contribuir para
tanto.

Esperamos, em oportunidades futuras, dar a esta pesquisa novas roupagens e novos focos,
minimizar as fragilidades que apontamos (e as que nao detectamos por ora), abranger outros
topicos pertinentes a andlise, ao uso do rigor, e, desse modo, contribuir para o incremento da
producado na area do Ensino de Analise Matematica.
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