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RESUMO

Considerando que o pensamento aritmético e o pensamento algébrico estdo associados, este artigo
apresenta uma anélise de invariantes operatérios e niveis de generalidade manifestados por estudantes do
5° ano do Ensino Fundamental em procedimentos de célculos aritméticos ao se envolverem com uma tarefa
considerada como potencialmente algébrica. A fundamentagdo teérica pautou-se em pressupostos da
Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1996; 1997; 2009; 2017) e de Niveis de Generalidade
(RADFORD, 2006). As informagdes submetidas a procedimentos analiticos foram coletadas a partir da
audio-gravacao da experiéncia, diarios de campo e registros escritos dos estudantes participantes. A partir
de manifestacbes dos estudantes em seus procedimentos de céalculos e linguagem natural oral, conclui-se
que eles apresentaram indicios de invariantes operatérios do tipo teoremas-em-agé@o e se encontravam em
um nivel de transicao entre generalidade aritmética e generalidade algébrica.
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ABSTRACT

Considering that arithmetic has an algebraic character, this article presents an analysis of operative
invariants and levels of generality manifested by students of the 5th grade of elementary school in arithmetic
calculation procedures when they are involved with a task considered as potentially algebraic. The
theoretical foundation was based on the assumptions of the Theory of Conceptual Fields (VERGNAUD,
1996; 1997; 2009; 2017) and Levels of Generality (RADFORD, 2006). The information submitted to
analytical procedures was collected from the audio-recording of the experience, field diaries and written
records of the participating students. From the students' statements in their calculation procedures and oral
natural language, it was concluded that they presented indications of operative invariants of the theorem-in-
action type and were at a level of transition between arithmetic generality and algebraic generality.
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1 INTRODUCAO

Este artigo relata resultados de uma pesquisa que teve por objetivo investigar invariantes
operatérios e niveis de generalidade manifestados por estudantes do 5° ano do Ensino
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Fundamental em seus procedimentos de calculos aritméticos* ao se envolverem com uma tarefa
considerada como potencialmente algébrica.

O contexto da investigacdo se deu em uma escola municipal de Apucarana — PR, que era
participante do Projeto Educacdo Matematica de Professores que Ensinam Matematica,
promovido pela Universidade Estadual de Londrina (UEL) e pelo Programa Observatorio da
Educacdo. Durante contato com professoras dessa escola que lecionam a disciplina de
Matemética, perceberam-se algumas duvidas e dificuldades em conduzirem seus alunos a
aprendizagem nessa disciplina com compreenséo de procedimentos de calculos aritméticos.

Varios autores (BLANTON; KAPUT, 2005; KIERAN, 2004; PIMENTEL; VALE, 2009; entre
outros) defendem a ideia de o pensamento algébrico comecar a ser trabalhado mais cedo, ja nos
anos iniciais, integrado ao desenvolvimento do pensamento aritmético. Outros autores (MESTRE;
OLIVEIRA, 2012; PIMENTEL; VALE, 2009; FUJII; STEPHENS, 2008; entre outros) defendem,
ainda, que a aritmética possui um carater potencialmente algébrico, uma vez que conceitos
aritméticos podem ser generalizados.

Nessa perspectiva, foi proposta a seis estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental uma
tarefa considerada como potencialmente algébrica, tendo em vista investigar nos procedimentos
de calculos aritméticos, por eles manifestados, indicios de invariantes operatérios do tipo
teoremas-em-acao, por meio dos quais buscou-se inferir 0s niveis de generalidade em que tais
estudantes se encontravam.

2 PRESSUPOSTOS TEORICOS: DA ARITMETICA A ALGEBRA

Com o objetivo de investigar invariantes operatorios e niveis de generalidades de estudantes do 5°
ano do Ensino Fundamental, nos baseamos, sobretudo, em trés estudos: na Teoria dos Campos
Conceituais (VERGNAUD, 1996, 1997, 2009), no carater potencialmente algébrico da aritmética,
focando na aritmética generalizada (BLANTON; KAPUT, 2005), e nos Niveis de Generalidade
(RADFORD, 2006).

Na Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud sdo evidenciados elementos que
auxiliam na compreensao do processo de aprendizagem de conceitos. Essa teoria estd pautada
na construcdo conceitual, ou seja, aborda a respeito das rupturas e filiacbes na formacao do
conhecimento, ndo apenas matematico, mas de diversas areas.

De acordo com Vergnaud (1996), a formacao de um conceito depende de um conjunto de: a)
situacbes que sao referentes a um mesmo conceito; b) invariantes operatérios, que podem ser
identificados e utilizados pelos estudantes ao se envolverem com situagdes, constituindo, assim, o
significado do conceito; ¢) formas linguisticas e nao linguisticas para representar simbolicamente um
conceito, constituindo, assim, o significante do conceito.

Na investigacéo realizada, uma tarefa foi proposta a estudantes do 5° ano do Ensino
Fundamental, configurando o que Vergnaud (1996) chama de situagdo. Para o autor, uma
situacdo é entendida como o contexto no qual o estudante esta inserido e pode ser classificada
em dois tipos: para a qual o estudante possui um repertorio de esquemas eficientes para tratar
uma situacao familiar e para a qual ele ndo possui esquemas eficientes, sendo necessario que
faca a mobilizacdo de diversos esquemas ou, até mesmo, construa outros novos, sendo este

* Consideramos como procedimentos de calculos aritméticos os processos e as maneiras pelas quais 0s
estudantes buscam solucionar problemas matematicos, recorrendo a conhecimentos aritméticos.
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ultimo tipo essencial para o chamado processo de conceitualizacdo. Entende-se esquema como a
“organizacao invariante do comportamento para uma determinada classe de situac&o”
(VERGNAUD, 1997, p. 12). De acordo com esse autor, sd0 nos esquemas que devem ser
pesquisados 0s elementos cognitivos que fazem com que a acéo do sujeito seja operatdria.

Os esquemas sao constituidos por conhecimentos, denominados por Vergnaud (1996)
como conhecimentos-em-agdo ou invariantes operatorios, sendo estes constituidos por conceitos-
em-acdo e teoremas-em-agdo. O teorema-em-acao corresponde a uma proposicdo que é tida
como verdadeira sobre o real, enquanto que o conceito-em-ac&o corresponde a um objeto, um
predicado, ou ainda, a uma categoria de pensamento que é tida como relevante ou pertinente para
determinada situagéo.

Para diferenciar teorema-em-acdo de conceito-em-acdo, consideremos a expressao
algébrica (x +y)? = x? + 2xy +y%, utilizada por um estudante dos anos finais do Ensino
Fundamental em suas resolucbes. Tal expressdao, manifestada nas agdes do estudante, durante
tratamento de diversas situacbes de uma mesma classe, se constitui como uma proposicao ou um
teorema-em-acdo tido como verdadeiro para quaisquer valores de x e de y pertencentes ao
conjunto dos numeros reais (R). Nesse caso, 0s sinais das operacbes e as variaveis x e y, de
maneira isolada, sdo conceitos que nao podem ser considerados como verdadeiros ou falsos, mas
apenas como pertinentes ou ndo para a situagao.

Na Teoria dos Campos Conceituais defende-se que ha um “relacionamento entre o
conhecimento implicito presente no raciocinio aritmético das criancas e o conhecimento explicito,
requerido para se entender o uso da algebra” (COMERIO, 2007, p. 38). Nesse direcionamento,
inferimos que, de certa forma, Vergnaud chegou a delinear algo de inerente entre 0 movimento da
aritmética para a algebra.

E a respeito da identificacdo de regularidades e relaces em objetos matematicos que
encontramos estudos que defendem o carater potencialmente algébrico da aritmética e,
consequentemente, a abordagem do pensamento algébrico mais cedo, j& nos anos iniciais do
Ensino Fundamental, integrado ao ensino de conceitos aritméticos.

Tal abordagem nos anos iniciais compreende

[...] o desenvolvimento de formas de pensar no ambito das atividades para as
quais a linguagem simbdlica pode ser usada como uma ferramenta, mas que nao
sao exclusivas para algebra e com as quais podem se envolver sem usar qualquer
linguagem simbdlica, tais como analisar relagbes entre quantidades, observar a
estrutura, estudar variagbes, generalizar, resolver problemas, modelar, justificar,
provar e prever (KIERAN, 2004, p. 149, traducéo nossa).

A partir do que expde Kieran, as autoras Pimentel & Vale (2009) e Mestre & Oliveira (2012)
defendem que a base do desenvolvimento do pensamento algébrico € a capacidade de
generalizacdo, o que pode comecar a ser desenvolvida a partir da aritmética. Em concordéncia
com essa defesa, Fujii e Stephens (2008) abordam sobre o pensamento quase-variavel, que diz
respeito a expressdes numéricas generalizveis, ou seja, que revelam a relacdo matematica
subjacente que ¢é satisfeita independentemente dos numeros considerados, permitindo a
evidenciacdo e discussdo da generalizagdo algébrica antes do conhecimento da representacao
simbdlica. Nesses tipos de expressdes, € possivel explorar os padrdes de variagdo que podem ser
representados por expressdes algébricas como, por exemplo, a expressao numérica 10 — 15 +
15 = 10 que, mais tarde, podera ser representada de maneira geral como x —y +y = x.
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Nesse mesmo direcionamento, Blanton e Kaput (2005) apresentam a aritmética
generalizada como aquela que permite aos estudantes evidenciarem relagcdes, regularidades e
propriedades nas operagcbes e nos sistemas numéricos de objetos particulares, bem como
perceberem que tais caracteristicas sao invariantes, sendo possivel generalizar essa apreensao a
outros objetos matematicos.

Contudo, Radford (2006), ainda que concorde com a ideia de que ha algo inerentemente
aritmético na algebra, assim como existe algo inerentemente algébrico na aritmética, adverte que
nem toda generalizacido pode ser classificada como aritmética ou algébrica, assim como existem
niveis diferentes de generalizagdo. No quadro 1 apresentamos o0s niveis de generalidade
elencados por Radford (2006), os quais podem ser atingidos e manifestados por estudantes
durante envolvimento com situagbes mateméticas.

Quadro 1: Niveis de generalidade

Inducao Ingénua Generalizacéao

Adivinhag&o Algébrica

(tentativa e erro)

Aritmética
Factual Contextual Simbodlica

Fonte: Radford (2006, p. 15, tradug@o nossa)

A indugdo ingénua corresponde a estratégias de tentativa e erro e de adivinhagao, portanto
nao é considerada como um tipo de generalizacdo que pode acarretar no desenvolvimento do
pensamento algébrico, pois tais estratégias ndo sdo pautadas na percepcdo de caracteristicas
comuns em objetos mateméticos.

A generalizacdo aritmética é diferente da algébrica porque nesta é preciso que algo comum
seja notado em objetos matematicos, que esse algo comum seja generalizado e que essa
generalizacdo seja cristalizada em um esquema. Contudo, essa Ultima caracteristica ndo é
evidenciada na generalizag&do aritmética.

Quanto a generalizacédo algébrica, esta é dividida em factual, contextual e simbdlica, que
correspondem a diferentes niveis de complexidade que sao atingidos conforme ocorréncias de
contragbes semidticas®. Na factual, os mecanismos de percepcdo de regularidades envolvem
coordenacgdo ritmica de recursos semidticos e a indeterminacdo permanece implicita. Na
contextual, ha a exclusdo de varios meios semibticos, que sao compensados por uma
concentragdo de significados em um numero reduzido de simbolos, tornando a indeterminagao
explicita, em geral, por meio de palavras. J& na simbdlica, a indeterminacdo é explicitada por
meio de simbolos (linguagem algébrica).

3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O contexto da investigacédo foi uma escola municipal de Apucarana — PR, que era integrante de
um projeto do Programa Observatoério da Educagao.

®Segundo Radford (2006), o processo de produgdo de sentido dos estudantes ao se envolverem com tarefas
matematicas ocorre por meio de diversificados meios semioticos de objetivagdo (simbolos, gestos, graficos,
férmulas, tabelas, desenhos, etc.), que vao sendo contraidos a medida que niveis mais profundos de
generalidade vao sendo atingidos, uma vez que os significados vdo sendo concentrados. E essa minimizagédo de
meios semiodticos que Radford (2006) chama de contragdo semidtica.
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Tendo em vista constituir os participantes de pesquisa, foi solicitado para a professora de
uma turma de 5° ano, que selecionasse seis estudantes, os quais foram organizados em diades.
O critério adotado para seleciona-los, segundo a professora, foi a facilidade para se expressarem
oralmente. A fim de garantir o anonimato dos seis estudantes que participaram da pesquisa®, eles
serdo referidos como E1, E2, ..., EB, e as diades formadas por D1, D2 e D3. Destacamos a opc¢éao
em organizar os estudantes em diades ao considerarmos algumas das ideias vygotskianas que
embasaram a Teoria dos Campos Conceituais, que sdo elas a relevancia atribuida a linguagem
natural e & interacdo social para o processo de aprendizagem.

Aos estudantes foi aplicado um total de sete tarefas, porém, neste texto, apresentaremos
apenas uma delas. Os motivos que nos levaram a optar pela apresentacdo dessa Unica tarefa
foram: i) 0 espaco de que dispomos para apresentacdo da pesquisa realizada, sendo necessario
delimitar essa apresentacéo; ii) porque consideramos que a apresentacao dessa Unica tarefa seria
o suficiente para elucidarmos como atendemos aos objetivos pretendidos para a pesquisa.

A tarefa (Figura 1) aplicada aos estudantes, e que selecionamos para apresentacdo no
presente trabalho, encontra-se em um livro didatico do 8° ano (ANDRINI; VASCONCELLOS,
2012), em um capitulo que aborda calculo algébrico. Na tarefa proposta ha seis equagdes. No 8°
ano, os estudantes, em geral, ja tiveram contato com simbolos alfanuméricos para representar as
incégnitas, ao contrario dos estudantes do 5° ano, etapa escolar em que se encontram o0s
participantes da pesquisa.

Figura 1: Tarefa proposta as diades. Comando da questdo: quanto vale cada um dos
desenhos dessas somas? Explique como pensou.

8-8-8-Y-€&:-3%

g+Y¥+-¥8+yg+yY-=10
e S+ K -5
@ - -7 - -H+3H -a
g+ 8+8+-8+Y =15
H-9-8-8+@ -33

Fonte: Andrini e Vasconcellos (2012, p. 73)

Tendo proposto a tarefa para cada diade de estudantes, estes tiveram que conversar entre si
buscando compreendé-la, bem como delimitar estratégias de resolu¢do. Durante todo esse processo,
que durou 50 minutos, suas conversas foram registradas pelo gravador de voz e, quando
conversavam muito baixo entre si ou apresentavam resolucdo de maneira escrita sem mencionar em

® As abordagens e os instrumentos metodolégicos utilizados obedeceram aos procedimentos éticos estabelecidos
para a pesquisa cientifica em Ciéncias Humanas.
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linguagem natural e oral como a obtiveram, a testemunha que acompanhava a diade questionava-os
e anotava informacgdes que julgava pertinentes para a pesquisa em seu diario de campo.

As testemunhas eram dois estudantes de mestrado, participantes do projeto do Programa
Observatério da Educacdo, que auxiliaram os pesquisadores no momento de coleta de
informacdes. A presenca das testemunhas se fez necessaria para conduzir os estudantes a
explicitarem oralmente os procedimentos que adotaram para solucionar a tarefa proposta. Vale
ressaltar que em nenhum momento as tarefas foram explicadas para os estudantes, o que
caracterizaria uma intervencéao direta das testemunhas.

Nesse sentido, consideramos a tarefa proposta com o que Vergnaud denomina de
situagdo, pois, para soluciona-la, o estudante “ndo dispde de todas as competéncias necessarias,
0 que o obriga a um tempo de reflexao, a hesitagdes, a tentativas abortadas, conduzindo-o quer
ao éxito, quer ao fracasso” (VERGNAUD, 1996, p. 156).

4 ANALISE DOS DADOS

As diades D1 e D3, compostas pelos estudantes E1 e E2 e pelos estudantes E5 e EB,
respectivamente, manifestaram estratégias de resolucdo semelhantes: iniciaram pela segunda
equacdo da tarefa, justificando que nesta havia apenas figuras iguais. Para resolver essa
equacdo, cada diade operou no campo multiplicativo, utilizando a ideia de razdo (do principio
multiplicativo), a partir de um esquema que representa a correspondéncia entre duas espécies de
quantidades. Na figura 2 apresentamos, como exemplo, o esquema da diade D1, que foi
acompanhado, durante a realizacdo da tarefa proposta, pela testemunha T1.

Figura 2: Esquema da diade D1 para a segunda equacéo da tarefa. Transcricdo de
gravacoes de voz (linguagem natural de D1): E1: O segundo é mais facil, entdo a gente vai
fazer primeiro. T1: Por que € mais facil? E1: Porque todos os desenhos sdo os mesmos. T1:
E o que vocés vao fazer? E1: 10 vezes... é 10 dividido por 5.

Quantidade de Valor do
simbolos () simbolo (¥ )
1 » X
5 10

Fonte: autoras

Para construir os possiveis esquemas de resolucéo para cada diade e para cada equacgéao
da tarefa, buscamos compreender seus tratamentos, ou seja, os procedimentos de calculos
aritméticos manifestados pelos estudantes. Por meio do esboco desses esquemas e tratamentos
€ que inferimos invariantes operatorios, do tipo feoremas-em-acgé&o.

Tal inferéncia fundamenta-se em caracteristicas de aritmética generalizada (BLANTON;
KAPUT, 2005), que correspondem: a exploracdao de propriedades das operagdes com numeros
inteiros (comutatividade, associatividade, elemento neutro, entre outros); a exploracao do sinal de
igualdade como expressao de uma relagdo entre quantidades; ao tratamento algébrico de numero,
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utilizando-o como incégnita e considerando que simbolos iguais correspondem a valores iguais,
mesmo em expressdes diferentes; e a resolugcdo de sentencas com numeros desconhecidos em
equacdes, envolvendo mais de uma incognita ou a mesma incégnita repetida algumas vezes.

A titulo de exemplo, para a segunda equacao o tratamento que esbogcamos, de acordo com a
interpretacdo que realizamos a partir de manifestacbes das diades D1 e D3, é apresentado na
Figura 3.

Figura 3: Tratamento das diades D1 e D3 para a segunda equacgao da tarefa

SRR RR R RRC I
(5. Y10 )
59 Y =10()

'8

Fonte: autoras

2

Por meio desse esbogco pudemos inferir as seguintes caracteristicas: a) o reconhecimento da
adicao reiterada, ou seja, soma de n parcelas iguais, como uma multiplicagdo do fator que se repete
n vezes; b) a utilizacdo do inverso multiplicativo de 5; e ¢) o elemento neutro da multiplicacao.

A primeira caracteristica esta relacionada ao reconhecimento de que a soma de cinco
simbolos iguais equivale a uma multiplicacdo de cinco vezes esse simbolo que se repete. A
segunda foi inferida a partir da manifestacdo dos estudantes sobre a relagdo existente entre os
cinco simbolos iguais com o valor dez, tendo manifestado que tal relacdo pode ser descoberta por
meio de uma divisdo. A terceira caracteristica esta atrelada a explicitacdo da relacéo evidenciada
na segunda unidade de analise: um Unico simbolo equivale a dois, ou seja, a relacdo é que dez
representa o dobro de cinco.

Vale ressaltar que em nenhum momento afirma-se que as caracteristicas que inferidas sao
manifestadas pelos estudantes de maneira consciente. As interpretacées e inferéncias séo
pautadas em analogias entre a maneira como os estudantes lidaram com a tarefa e com a
maneira que esta poderia ter sido resolvida por uma pessoa que tem conhecimento a respeito de
propriedades dos numeros e operagdes e de equacdes do primeiro grau.

Assim, evidencia-se que para determinar o valor do simbolo Y, a diade D1 evocou um
esquema cujo tratamento é analogo ao de uma equacgao do primeiro grau do tipo ax=b, porém,
sem expressar simbolicamente.

Vale destacar que embora as diades D1 e D3 tenham apresentado oralmente tratamento para
a segunda equacao, em seguida ambas apresentaram registros com célculos aritméticos (figura 4).

As manifestagcbes em linguagem natural oral e os registros escritos apresentados pelos
estudantes das diades D1 e D3, ndo apenas para essa segunda equacao da tarefa, mas para
todas as demais, evidencia o carater potencialmente algébrico da aritmética o qual dificilmente
poderia ter sido entendido apenas pelo registro escrito, mas que pbéde ser explicitado por meio da



Hipatia 32 v. 3, n. 2, p. 25-40, dez. 2018

linguagem natural oral, o que nos confirma a essencialidade desta representagdo semiética’ para
a exteriorizacdo de indicios da matematica dos estudantes.

Figura 4: Registro do estudante E1

Quanto vale cada um dos de%enhos dessas somas? Explique COMO pensou. 3 9
21oL5 j 514 \l{ \3)7_ 3g 44 WY _g& d g{?iﬁ
2| xa “EB \x3 J-L—\--", 22 21 3¢

- | Tz 3 PR 3'1 do 0 R Q

e , R
4 ‘52 2

30 4;

Fonte: autoras

Quanto a resolucdo das demais equacodes, tanto D1 quanto D3 operaram sobre aquelas
que, sucessivamente, continham menor quantidade de simbolos desconhecidos. Dessa forma, a
ordem das equacdes em que operaram foi: a segunda, a quinta, a primeira, a quarta e a terceira.
A sexta expressao néo foi utilizada pela diade D1, uma vez que ja haviam determinado o valor de
todos 0s simbolos por meio das equacgdes resolvidas. A diade D3, ao invés de utilizar a quarta
expressao, utilizou a sexta, tendo sido a quarta expressao resolvida apenas para confirmar os
resultados obtidos.

Para exemplificar, na figura 5 apresentamos o tratamento da diade D1 que esbog¢amos
para a quarta expressao da tarefa proposta.

De acordo com o esboco apresentado, que representa o tratamento da diade D1 ao
operarem sobre a quarta expressao (conforme ilustra a figura 5), tendo em vista obter o valor do
simbolo ¥, a diade D1 fez uso de um processo misto, envolvendo relagcbes aditivas e
multiplicativas. A partir do que manifestaram oralmente, infere-se a formacgao sucessiva de trés
esquemas, 0s quais sao destacados dentro de um quadro preenchido na cor cinza e com flechas
preenchidas dessa mesma cor que indicam a ordem em que foram desenvolvidos esses
esquemas. Dentro de cada um desses esquemas, evidenciamos valores em negrito sublinhados,
pois sao valores que correspondem a resultados naturais de calculos de nUmeros que se tornaram
valores que constituiram calculos relacionais® (VERGNAUD, 2009) em outro esquema.

No primeiro esquema a diade D1 operou no campo aditivo, transformando uma medida
inicial em uma final (calculo numérico), sendo esta correspondente ao valor das duas bombinhas.
Na sequéncia, o resultado da soma das duas bombinhas (24) tornou-se um numero relacional (-
24) que foi subtraido do resultado total apresentado na quarta equacao (46). Do resultado obtido,
subtraiu-se o valor de um simbolo ¥ (-2).

" Representagdes semitticas “sdo producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de
representacao, os quais tém suas dificuldades proprias de significado e de funcionamento” (DUVAL, 2012, p. 269).
8 Segundo Vergnaud (2009), os célculos relacionais sdo aqueles que envolvem operag¢des de pensamento
necessarias para compreender os relacionamentos envolvidos na operagao.
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Figura 5: Esquema da diade D1 para a quarta equacdo da tarefa. Transcricbes de
gravacoes de voz (linguagem natural de D1): E1: E agora vamos fazer... E2: A ultima. E1:
N&o, a linha quatro. T1: D& para fazer qualquer uma das duas? E1: D4, porque aqui o que
sobrar... o resultado tem que dividir por dois, dai da para descobrir. Mas a Ultima tem mais
desenhos do que aqui. E2: E, entdo, é melhor fazer a quarta. E1: Tem que fazer 12 mais
12... Agora, a gente faz 0 24... € 0 46 menos o 24. Da 22. Agora a gente faz 22 menos o 2.
E2: Agora a gente tem que fazer 20 dividido por 2. E vai dar 10.

12 » 24

D=

46 > . 20

!

Quant.de Valordo

Qe (3%
1
2 —t—p 20

Fonte: autoras

Assim, sucessivamente, duas transformacdes foram realizadas: uma sobre a medida
inicial, obtendo uma intermediaria, e uma sobre esta, obtendo uma medida final. Na sequéncia, o
resultado obtido correspondia a dois simbolos . Logo, a diade D1 operou no campo multiplicativo
ao realizar um isomorfismo de medidas, em que se conhecendo o valor de dois simbolos £,
obtiveram o valor desse simbolo unitario a partir de uma divisao.

Para melhor compreensdao do tratamento manifestado pela diade D1 para a quarta
expressao, esbocamos o esquema representado na figura 6.

Percebe-se a partir da figura 6 um processo analogo ao tratamento de uma equacao do
primeiro grau do tipo ax + b = c¢. Quanto as caracteristicas identificadas: adicdo pelo elemento
oposto no segundo e no quarto passo do tratamento que esbo¢camos (-24 e -2), elemento neutro
da adigdo no terceiro e no quinto passo, adigdo reiterada como multiplicacdo na passagem do
quinto para o sexto passo e utilizacao do inverso multiplicativo de 2 no sétimo passo.

Quanto a diade D2, composta pelos estudantes E3 e E4, assim como D1 e D3, iniciou a
operacdo na segunda equacgdo. Porém, pela fala de E4 “Porque somando a segunda fileira da pra
ver que é dois cada um, porque S40 cinco desenhos e o resultado é 10", inferimos que houve a
explicitacdo de um valor que pbéde ser resgatado da meméria, o que nos levou a considerar que os
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estudantes da diade D2 nao consideraram o sinal de igualdade (=) como uma relacdo entre
quantidades, mas como indicador do resultado de operagdes, o que foi verificado, do mesmo
modo, no tratamento das demais equagobes da tarefa.

Figura 6: Tratamento da diade D1 para a quarta equacéo da tarefa

O.0.5.3.3.4

\
/(:2.:2).8 HH Mé,\

24+ (-24)+ O + 3+ 46+ (-24)
f::.zz.}g.j:gzzz
2+(-2)+ 3L+ H-=22+(2
0. 3.3 -20

Fonte: autoras

Em seguida, diferente do que fizeram as diades D1 e D3, a diade D2 n&o operou com as
equacbes que, sucessivamente, continham menor quantidade de simbolos desconhecidos (com
excecao de que iniciaram pela segunda equacgao), mas iniciaram suas opera¢des na ordem em
que cada equacao é apresentada na tarefa.

Assim, ap0s realizarem a operagdo na segunda equacao, o proximo passo foi operar na
primeira, fazendo uso da estratégia de tentativa e erro (pois ha dois simbolos desconhecidos), o
que podemos evidenciar no registro escrito dos estudantes da diade D2 (figura 7).

Diante do exposto, que nos auxiliou no esbo¢co de esquemas, evidenciamos a
caracteristica: reconhecem que equagdes do primeiro grau s6 sdo possiveis de serem resolvidas
quando envolvem apenas uma incégnita, uma vez que reconheceram que nessa situacao existem
varios resultados possiveis, pois duas incdgnitas sdo desconhecidas.

Além disso, apesar da estratégia de tentativa e erro, inferimos, por meio dessa resolucéo,
indicios de caracteristicas algébricas, pois a diade D2 manifestou um pensamento considerado
como pensamento quase-variavel (FUJIl; STEPHENS, 2008), conforme ilustra a figura 8.

Conforme ilustrado na figura 8, os estudantes da diade D2 atribuiram um valor arbitrario
para os simbolos iguais (sinos) e, tendo obtido o resultado de uma soma parcial, os estudantes
determinaram o valor que acrescido a essa soma resultaria em trinta e cinco. Por exemplo:
54+5+5+2+?=35.
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Figura 7: Registo do estudante E4. Transcri¢des de gravagdes de voz (linguagem natural de
D2): E4: Esse daqui é 10, eu acho. E3: E, eu também acho. E4: E esse daqui deve valer 3,
porque 30, 32, 35. [A bomba] ndo vai valer tanto assim, porque se for cinco, aqui vai dar 17 e
aqui vai dar... um monte. E3: Vai ter que dar 18! T2: Qual vocés fizeram agora? E4: Esse.
No6s achamos que é 10. T2: Vocés acham que é€? Sera que nao tem outro jeito de saber se é
10 mesmo ou ndo? E3: Tem como valer 12 esse sino aqui. Ah, tem um monte de jeito!

Quanto vale cada um dos desenhos dessas somas? Explique como pensou.

8)/: ) f'7 0 ?j 0 N W/{y,ﬁf)x@% fif{ég&?@ (E/H/\ Y C@W&O

e @ fz‘/%(QfW Q/fo@,;,ﬁo o

g =40 oo o S Ao pech 7 ol v
r ;f ! )Uw‘ 1\.\/ M,‘ ‘@4,“{ 42\‘ ? f;? / !'
"G‘@ {l)v' /@ ‘A' /\J &, AL ij ; {j{ L/Wnﬁ’/kq

g{ = 4 W !S@f“,»r% A, g/) 21 u{/f,“ »‘ij/?}(x Jiﬁé‘l? ?i:: fx@f?ﬁ QE) M

Ggf:h / dﬁ‘z"f ag {3‘

Fonte: autoras

Assim, evidenciamos regularidades e generalizacdes, pois: a) consideram que simbolos
iguais correspondem a valores iguais em uma mesma equacdo (sinos); b) consideram o sinal de
“=” como representante de uma relacdo entre quantidades ao atribuirem valores arbitrarios aos
simbolos desconhecidos, tendo em vista a obtencdo do valor trinta e cinco, reconhecendo,
inclusive, que existem valores que nao podem ser atribuidos porque a bombinha (“Ndo vai valer
lanto assim”, fala de E4); e ¢) reconhecem que equacbes do primeiro grau sO sS40 possiveis de
serem resolvidas quando envolvem apenas uma incognita, uma vez que percebem, pela
estratégia de tentativa e erro, que existem diversos valores que podem ser atribuidos aos
simbolos sino e bombinha de modo a obter o valor trinta e cinco.

As préximas operacOes da diade D2 envolveram a sexta, a terceira e a quarta equagdes.
Contudo, chegaram a um determinado ponto em que perceberam que a estratégia de tentativa e
erro era equivocada para resolver a tarefa proposta, desistindo de finaliza-la.

Diante do que expusemos até entdao, podemos sintetizar que o processo analitico ocorreu a
partir do esbogco de esquemas e de tratamentos de cada equacédo da tarefa e de cada diade, os
quais sao oriundos de interpretacdes realizadas sobre o corpus da pesquisa (gravagdes de voz,
diarios de campo e registros dos estudantes), por meio dos quais inferimos invariantes operatoérios
nos pautando em estudos a respeito de aritmética generalizada. Nesse processo, destacamos
cinco caracteristicas (quadro 2).

Vale destacar que as caracteristicas elencadas sao inferéncias dos pesquisadores a partir
das manifestacdes dos estudantes, uma vez que boa parte dos invariantes operatérios sao
implicitos, subjacentes a acdo do sujeito, sendo possivel ao observador externo ter acesso,
apenas, a indicios. Além disso, apesar da referéncia as propriedades de operacdes que, em geral
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nao sdo estudadas na etapa escolar em que a pesquisa foi realizada, varias dessas propriedades
“s&o utilizadas espontaneamente por alguns alunos sem que estas nunca lhes tenham sido
ensinadas [...]. S&o tipicamente os teoremas-em-acao” (VERGNAUD, 2017, p. 41).

Figura 8 : Tratamento da diade D2 para a primeira equacéo da tarefa

“.‘.‘.U.“=35
il

’
-

1° Tentativa: 10+ 10+10+2 =35

2° Tentativa: 5+ 5+5+2+/18]=35

3° Tentativa: 12 +12+12+242]=35

I x+x+x+2+y=35 I

Fonte: autoras

As caracteristicas que elencamos a partir da exploragao e primeiras interpretagcées foram
organizadas em duas categorias: Invariantes Operatérios (/O) e Niveis de Generalidade (NG).

I) Categoria IO (Invariantes Operatérios): esta categoria compreende as caracteristicas
relacionadas aos numeros, operacoes e procedimentos de calculos aritméticos em geral,
que foram manifestados constantemente pelos estudantes e que, por isso, podem ser
considerados como invariantes operatorios do tipo teorema-em-acao, teoremas esses que
nao necessariamente sao os cientificos, mas podem ser teoremas equivocados que 0s
estudantes utilizaram durante envolvimento com a tarefa, considerando-o como verdadeiro
para aquela situacdo. Nesse sentido, consideramos que esta categoria compreende todas
as caracteristicas que foram elencadas.

II) Categoria NG (Niveis de Generalidade): nesta categoria sdo compreendidas as
caracteristicas relacionadas aos numeros, operagbes e procedimentos de calculos
aritméticos em geral, que foram manifestados pelos estudantes por diferentes meios
semibticos, permitindo inferir o nivel de generalidade em que cada estudante se
encontrava durante envolvimento com a tarefa. Esta categoria compreende quatro
subcategorias: inducdo ingénua; generalidade aritmética; transicdo entre generalidade
aritmética e generalidade algébrica; e generalidade algébrica factual.

Na figura 9 evidenciamos que as caracteristicas elencadas representavam teoremas-em-
acdo, ou seja, poderiam ser todas consideradas como invariantes operatérios (Categoria 10).
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Ainda, por meio da analise destes invariantes operatérios e da maneira e frequéncia com que
estes foram utilizados, foi possivel inferir a respeito do nivel de generalidade em que se
encontrava cada diade de estudantes durante seu envolvimento com a tarefa (subcategorias da
Categoria NG).

Quadro 2: Sintese das caracteristicas

CARACTERISTICAS

I) Utilizam a adicdo de n parcelas iguais (adicdo reiterada), sem manifestar
estabelecimento de correspondéncia entre esta e uma multiplicacao do fator que se
repete nvezes.

1) Utilizam o elemento oposto de n na adigédo para balancear equag¢des do primeiro grau
quando a incognita € somada por n.

I11) Utilizam o elemento neutro da adi¢édo (0), obtido ap6s aplicagdo do elemento oposto
de nem ambos os lados da igualdade.

1V) Consideram que simbolos iguais correspondem a valores iguais em uma mesma
equacao.

V) Reconhecem que equagbes do primeiro grau sO s&o possiveis de serem resolvidas
quando envolvem apenas uma incognita.

Fonte: autoras

Com referéncia a esse Ultimo aspecto, inferimos que as diades D1 e D3, que apresentaram
procedimentos analogos de resolugdo da tarefa, manifestaram transitarem da generalizacéo
aritmética para a generalizacdo algébrica em nivel elementar, operando, no maximo, em nivel
factual durante a tarefa proposta.

Quanto a diade D2, ao considerarmos que estes estudantes recorreram diversas vezes a
atribuicao de valores para simbolos por meio da estratégia de tentativa e erro, podemos inferir que
eles manifestaram o nivel de indu¢do ingénua (RARDFORD, 2006).

Todavia, inferimos também que a diade D2 manifestou, durante envolvimento com a tarefa
proposta, um nivel de generalidade superior: a generalidade aritmética. Assim justificamos por
varias caracteristicas (BLANTON; KAPUT, 2005) manifestadas: exploracdo de algumas
propriedades e relacbes de numeros naturais (realizacdo de sobre contagens por meio de
multiplos); exploracdo de algumas propriedades e relacbes de operagdes com numeros naturais
(associatividade); e tratamento algébrico dos simbolos envolvidos nas equagdes da tarefa
proposta (pensamento quase-variavel).

Constata-se que, apesar das diferencas entre niveis de generalidade, as diades D1, D2 e
D3 manifestaram um aspecto em comum: todas apresentaram a caracteristica IV que permitiu
manifestar o nivel de generalidade aritmética e a transicao entre este nivel e o algébrico.

Além disso, evidenciam-se caracteristicas que estao contidas, simultaneamente, em duas
subcategorias: na subcategoria generalidade aritmética e na subcategoria transicao entre
generalidade aritmética e generalidade algébrica.

Destaca-se a ocorréncia de caracteristicas repetidas nas subcategorias generalidade
aritmética e transicdo entre generalidade aritmética e generalidade algébrica por dois motivos:
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porque nestas € que foi evidenciado o maior nUmero de caracteristicas e, segundo, porque sado
nessas duas subcategorias que se concentram caracteristicas comuns entre as diades D1, D2 e D3.

Figura 9: Categorias, subcategorias e caracteristicas

Invariantes
Operatorios
(10)

Nao ha Todas as
subcategorias caracteristicas

o SN Caracteristica
Andlise Textual Inducao ingénua I

Discursiva dos
procedimentos de
célculo dos
estudantes Generalidade Caracteristicas
aritmética I, lMlelv

Niveis de
Gene’:laGIldade Transicdo entre a
(NG) generalidade Caracteristicas
aritmetica e a I, lMlelV
generalidade ’
geométrica

Generalidade Caracteristica
algébrica factual \Y

Fonte: autoras

Entende-se que as repetiches ocorreram por ndo ser possivel afirmar se o estudante
manifestou generalizagdes exclusivamente para as equacodes da tarefa aplicada, ou se, para outra
tarefa semelhante, evidenciaria as mesmas manifestacées. Assim, pondera-se que os estudantes
podem se encontrar em um nivel de transicdo entre generalizacbes ou ainda se encontrar em
determinado nivel de generalizag&o inferior.

Portanto, comparando essas observacdes deduziu-se que, apesar das particularidades de
cada diade, é possivel perceber a manifestacdo de invariantes operatérios a partir das
caracteristicas evidenciadas e que indicam que as diades, possivelmente, podem se encontrar em
um momento de transicdo entre generalidade aritmética e algébrica (de acordo com o que as
diades manifestaram a partir do envolvimento com a tarefa proposta).

5 CONSIDERACOES FINAIS

Retomando o objetivo da pesquisa — investigar invariantes operatorios e niveis de generalidade
manifestados por estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental em seus procedimentos de
calculos aritméticos durante envolvimento com uma tarefa que consideramos como
potencialmente algébrica —, concluimos que os participantes da pesquisa foram capazes de se
envolver com tarefas potencialmente algébricas utilizando procedimentos de calculos aritméticos,
sendo que nestes é possivel evidenciar a mobilizacdo de esquemas e, portanto, identificar
invariantes operatorios do tipo fteoremas-em-agcdo, que explicitam aspectos de nivel de
generalidade atingidos por cada diade de estudantes.

Nessa perspectiva, conclui-se que os estudantes da pesquisa manifestaram indicios de
estarem em um nivel de transicdo entre generalidade aritmética e generalidade algébrica. Tal
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conclusao esta pautada na evidenciacdo de caracteristicas invariantes relacionadas aos numeros
e as operacgdes envolvidas na tarefa proposta. Vale ressaltar que as inferéncias dizem respeito as
manifestacdes para a tarefa aplicada, no entanto, seria necesséaria a aplicacdo de outras
atividades para que fosse possivel generalizar tais inferéncias.

E esse processo de evidenciagdo, manifestado pelos estudantes em seus procedimentos
de célculos aritméticos e por meio de representacbes semibticas, sobretudo, por meio da
linguagem natural oral, que consideramos como generalizagdo, a qual pode atingir diversos niveis,
do mais elementar ao mais abstrato.

Assim, defendemos que propor situacoes envolvendo tarefas potencialmente algébricas em
sala de aula pode contribuir para que o professor dos anos iniciais do Ensino Fundamental repense
sua pratica, considerando a possibilidade e relevancia de desenvolver o pensamento algébrico
mais cedo, a partir da valorizagcdo de calculos aritméticos manifestados pelos estudantes,
contribuindo para a aprendizagem em algebra. Além de repensar a préatica, é preciso que 0s
professores que ensinam matematica nos anos iniciais sejam capacitados para desenvolver um
trabalho em sala de aula que vise o desenvolvimento do pensamento algébrico dos estudantes,
sobretudo daqueles que apresentam dificuldades de aprendizagem em Matematica.

Ainda, os resultados da presente pesquisa contribuem com a Educacdo Matematica nos
anos iniciais no que tange a valorizacdo da interagdo social entre os estudantes, bem como da
linguagem natural oral, como meio proficuo para a manifestacdo da “matematica dos estudantes”.
Tal manifestacdo é essencial para que o professor possa inferir o nivel de desenvolvimento

matematico dos estudantes.
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