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RESUMO
Os produtos twisted estudados nesse artigo sédo induzidos pela correspondéncia padrao de Stratonovich e a
de Berezin, respectivamente, e, que num certo limite assintotico xn=2j— < , definem deformagées estritas

da algebra de Poisson de S?, de acordo com Rios e Straume (2014). Para cada um desses dois produtos,

T e x

denotados por *; b

respectivamente, seu trikernel integral € denotado por ]L’1 e ]L]E. Nosso objetivo é

mostrar outras férmulas para o Trikernels de Stratonovich e de Berezin, pois a formulagédo existente, e que
pode ser vista em Rios e Straume (2014), & bastante complexa para ser trabalhada e até mesmo para
interpretarmos quais qualidades e propriedades ela apresenta. A formulacdo que propomos dependera de
produtos internos e determinantes, facilitando assim a manipulagdo em outros trabalhos, além da extracao
de qualidades e propriedades que serdo descritas nesse artigo.

Palavras-chaves: Geometria simplética. Mecénica quéntica. Produto twisted. Trikernel integral.

ABSTRACT

The twisted products studied in this article are the ones obtained via the standard Stratonovich-Weyl and the
standard Berezin symbol correspondences, respectively, which in a certain asymptotic limit 2j =n— - define

strict deformation quantizations of S i.e. strict deformations of the Poisson algebra of s?, according to Rios

n

n
1 and i

and Straume (2014). For each one of these two products on PonC(Sz)SH, denoted by * 5
respectively, its integral trikernel is denoted by ]le and ]L% respectively. Our goal in this article is to show

other formulae to both trikernels of Stratonovich and Berezin, because such formulae which can be seen in
Rios e Straume (2014) is a little complicated to work and understand their properties. The formulation we
propouse depends on inner products and determinants, making it easier to work and extract properties and
qualities which will be shown in this article, how we mention.

Keywords: Simplectis geometry. Quantum mechanics. Twisted product. Integral trikernel.

1 INTRODUCAO

Este artigo versa sobre os produtos de Stratonovich, e de Berezin, de fungées na esfera S°. Cada
um deles é definido através de uma correspondéncia de simbolos que consiste em uma aplicacéo
linear bijetiva entre operadores lineares num espaco de Hilbert complexo de dimens&o n+1, ou
seja, matrizes complexas (n+1)x(n+1), e polindbmios complexos de grau préprio <n definidos na

2-esfera, PonC(SZ)Sn, satisfazendo algumas propriedades béasicas, como equivaridncia pela acao

do grupo de rotagcbes SO(3), preservacao das estruturas reais e normalizacdo como afirmam Rios
e Straume (2014).
Geralmente, toda correspondéncia define um produto associativo mas ndo comutativo em

PonC(SZ)SH induzido do produto de operadores, chamado de produto twisted em Po]yC(SZ)Sn.

Cada um destes produtos twisted, por sua vez, pode ser escrito na forma integral

' Doutora em Matematica pela Universidade de S&o Paulo (USP), Sao Carlos, Sdo Paulo, Brasil. Docente na
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fxg(n)= ISZXSZf(nl)g(nz)L(nl,nz,n]dnldnz,

em que f,gePoly.(S%)_,, n,n,neS’. Em tal representagéo integral, todas as propriedades do
produto twisted sdo convertidas em propriedades do trikernel integral

L:5%x5*x§* - C.
Os produtos twisted estudados sao os induzidos pela correspondéncia padrao de Stratonovich e
de Berezin, que em um certo limite assintotico, 2j=n— o, definem deformacdes estritas da
algebra de Poisson de S? de acordo com Rios e Straume (2014). Para cada um desses dois

produtos, denotados por ' e £, seu trikernel integral & denotado por L/, e L/

5 respectivamente.

O que apresentaremos entédo sao férmulas mais trataveis para ]L/le L’é nos casos de numero
de spin j=1/2 (visto primeiramente em (STRATONOVICH(1957)), 1, 3/2, 2, tais formulas séo

escritas em termos de funcbes de dois e de trés pontos, invariantes por 50(3), como produtos

escalares e determinantes.

2 OS TRIKERNELS DE STRATONOVICH E DE BEREZIN

O objetivo desta secao € exibir uma féormula fechada, que dependa de expressdes invariantes por
rotacbes, ou seja, que dependa de produtos internos e determinantes para o trikernel de
Stratonovich e de Berezin, no caso geral de n=2j. Como veremos adiante, produtos de func¢des

na esfera, induzidos pelo produto de matrizes (operadores), podem ser escritos na forma integral
£ =j J' fgll
g 5%xs? g

em que I/ :5%x5*x 5% - C é o trikernel integral que define o produto * .
Conforme exposto em Rios e Straume (2014) e resumido adiante, ha varias escolhas

possiveis para I/, mas duas se destacam: o trikernel padrdo de Stratonovich-Weyl e o trikernel
padrao de Berezin.

No artigo de Varilly e Gracia-Bondia (1989), é apresentada, como um exemplo, a férmula
recursiva para o trikernel de Stratonovich-Weyl:

1
Ll/z(nl,nz,n3) = Z(1+3(< n;,n,>+<n,,n,>+<n,n, >)+3\/§i[nl,n2,n3]),

em que <,> é o produto interno em R3 e [] € o0 determinante da matriz 3x3, constituida dos
vetores n,m,k. Contudo, ndo ha, na literatura, outros exemplos calculados.

Além de calcular os exemplos j=1,3/2e2para o trikernel de Stratonovich e de Berezin,
cogitou-se a hipétese de haver uma férmula fechada vélida para todo j. Porém, como veremos
nessa sec¢ao, ndo foi possivel obter tal qualidade de férmula. Todavia, essa nova expresséo, para
valores mais baixos de j , ficou em funcao de produtos internos e determinantes, como queriamos
a principio.

A seguir apresentaremos, baseados no livro de Pedro P. Rios e Eldar Straume (2014), toda
a nomenclatura, definicbes e operadores citados acima com suas formulas. Para, na sequéncia,
explorarmos o objetivo principal.
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3 CORRESPONDENCIA DE SIMBOLOS PARA SISTEMAS DE SPIN

As definicdes e 0 contexto apresentados a seguir sdo baseados no livro Symbol correspondence
for spin systems de Rios e Straume (2014) e no artigo de Varilly e Gracia-Bondia (1989), pois sdo
trabalhos que apresentam o tema de forma mais clara, diferentemente do artigo de Stratonovich
(1957), que foi o precursor desse assunto.

Na formulacdo comum da mecénica quéantica, o j-spin é representado por operadores atuando
num espaco vetorial C¥*!, em que je{1/21,3/2..). Uma base ortonormal é dada por
autovetores |jm>, em que

2 jm>= j(j+1)| jm> e J5|jm>=m|jm>,
colocando a constante de Planck z=1.
c¥*carrega uma representacdo irredutivel T de SU(2) cujos elementos matriciais s&o

convencionalmente dados por
D} (g)=<jm|m (g)|jm>.
O espaco de fase é a esfera S? equipada com a forma simplética SU(Z) -invariante sinpdo A do.

Esse fato familiar pode ser visto como aplicacdo do teorema Kostant-Kirilov-Souriau para o grupo
SU(Z), pois suas érbitas coadjuntas sdo esferas e SU(Z) atua em cada Orbita por rotacdes da

esfera.
Denotamos pontos da esfera por n=(¢,9) em cordenadas esféricas; em que

dn:=sinpdpAd9d € a medida de area da superficie. Elementos de SU(Z) serdo genericamente

denotados por g e a agado natural de SU(Z) em S? sera denotada por g-n, efetivamente uma
acao de 50(3). Se f é uma fungdo na esfera, 8 é dada porf&(n)=f(g '-n). A medida de Haar
dg sobre SU(Z) € normalizada de maneira que LU(Z)dgzl. Para mais fatos e detalhes sobre

momento angular spin em mecéanica quéntica, indicamos Biedenharn e Louck (1981).

* ok %

Definicao: um sistema quantico j-spin é um espaco de Hilbert Hj.:(C"*1 munido de uma
representacao unitaria irredutivel

nj:SU(Z)—>GCU(2j+1),

em que n=2j, G denota a imagem deSU(2) que, por usa vez, é isomorfa asU(2) ou SO(3)
dependendo se j for semi-inteiro ou inteiro.

Definicao: uma correspondéncia de simbolos para um sistema quéntico j-spin Hj:(C"”,
em que n=2j, é uma regra que associa a cada operadorPeB(HI.) uma fungéo suave W, sobre o
espaco fase com as seguintes propriedades:

(i) Linearidade: A aplicagdo P—W, & linear e injetiva;

(ii) Equivariéncia:WPg =(W,)#, parag eSU(2);
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(iii) Realidade: W;*(n)zwg (n);

. . 1 ; 1
iv) Normaliza éo:—j Wl!dS=——Tr(P).
(iv) ¢ 4mds? P n+1 (P)

%k k%

Dessa maneira, caracterizamos uma familia de aplicagcdes de correspondéncia de simbolos,
que sera sobrejetora ao restringirmos o contradominio desta:

j 2 o a2
W/:B(H].)ch(n+1)ePoly(’c"(S ) CL(S9)
PHW]
em que Polyg é o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a m e W’ associa cada
operador P a seu simbolo W[{. Assumimos que os simbolos W}{ sao fungdes polinomiais.
Notamos que por (i) e (ii) resulta que W’/ é um G-isomorfismo e (iii) assegura que W’
respeita a estrutura real. Portanto, pelo seguinte teorema?, W’ é representado pela (n+1)-up|a
real, (c,,c,,++c,), com cada c; #0.
%k 3k %k
Teorema: cada G-aplicacdo R -linear que leva matrizes hermitianas em polinémios reais
pode ser identificada como uma unica (n+1)-upla
(CorCyrc,y) eR™T,
Em particular, essa upla corresponde a um G-isomorfismo

H(n+1)

I

Pon]R(S2
N N
2
M.(n+1) = Poly.(S

)Sn

l

)en
se e somente se cada c, #0.
* ok %

Observamos que o simbolo W/ do operador identidade | é uma funcdo constante,
digamos, c,. Junto a condigéo (iv), implica que c,=1. Nesse sentido, podemos identificar cada
simbolo W’ com sua n-upla:

W' (e, e, )e(R)",
em que R =R-{0}.

Junto aos axiomas acima podemos impor mais um:

(v) Isometria: <Wp Wy >=<P,Q>,

% Para demonstracao ver Pedro e Straume (2014).
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como uma condicdo de “normalizacdo métrica” em que o lado direito da equagdo acima é o
produto interno normalizado de Hilbert-Schmidt de dois operadores, dado por

<P,Q>}.=i<P,Q>=ﬁTr(P*Q)
n=2j e o lado esquerdo € o produto interno em I? de duas fungdes, dada por

<W;{'W(5 >zﬁJ‘SZ%WQ"(n)dS
Portanto a condigcdo (iv) € apenas um caso especial de (v), ou seja, (iv) pode ser apresentada
como, <1,W1§ >=<],P >]..

O primeiro a investigar a correspondéncia de simbolos para sistemas de spin foi Berezin
(1975). Sua correspondéncia satisfaz os axiomas (i)-(iv), mas ndo o axioma (v). Varilly e Gracia-

Bondia (1989) foram os primeiros a estudar sistematicamente o tipo de correspondéncia P« W,
que satisfaz todos os cinco axiomas, como introduzido anteriormente por Stratonovich (1957),
generalizando para sistemas j-spin a correspondéncia de Wey!.

%k %k %

Definicao: uma correspondéncia de Stratonovich-Weyl é uma correspondéncia de
simbolos que satisfaz também o axioma (v).

4 CORRESPONDENCIA DE SIMBOLOS VIA OPERADOR KERNEL, O OPERADOR KERNEL
DE STRATONOVICH-WEYL E O OPERADOR KERNEL DE BEREZIN.

Seguindo a ideia de Varilly e Garcia-Bondia (1989), temos que, por linearidade:

W, (n)=tr(PA’ (n))

em que A’ & um operador sobre S? o qual chamamos de operador Kernel de Stratonovich Weyl.

Agora, a propriedade de tracialidade nos fornece que

_2j+1
4n

p

szp(nw’ (n)dn.

Em outras palavras, a correspondéncia direta e inversa, P=W,, devem ser implementada pelo
mesmo operador kernel. E, de fato, tal operador existe.

A construcdo de uma aplicagéo de simbolo W/, em termos de um operador kernel, exigira
algumas particularidades. De forma geral, vamos chamar esse operador de K, sendo
KeM;(n+1), que fornecera uma fungdo em S?. Sendo n,=(0,01), n=2j, K(n))=K e

K(n)zK(gnO)ng para n=gn,, temos a relacéo® dada pela proposicéo seguinte.
3k k sk

Proposicao: para cada correspondéncia de simbolo W existe um U(nico operador
KeM (n+1) tal que

W] (gn,)=Tr(PK#®),

® Encontra-se em Pedro e Straume (2014).
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ou, equivalentemente,
J(n) =
Wy (n)=Tr(PK(n)) .
Teremos que, além disso, K serd uma matriz diagonal de trago igual a 1.
Demonstragao: O funcional linear
W:M.(n+1)>C, P>W(P)=W,(n,)

€ representado por algum K de maneira que W(P):Tr(PK). Portanto, tomando g=1, temos

W, (n,)=Tr(PK). E generalizando,

Wp(gilno)z(Wp)g(no)ZWPg (HO)ZTI‘(PgK)ZTI'(PKgil).

Por outro lado, para geU(1), temos Tr(PKg)=Tr(PK), para todo P. Consequentemente, K¢ =K ,
isto &, K é fixado por U(1) e por isso, K =diag(A,,A,,--,A,.,). Escolnendo P os elementos da base

de M (n+1),E,,, obtemos A, =W,(n,) € um numero real, devido a condi¢éo de realidade, (ii).

Kk’
Finalmente, pela condig&o de normalizagéo, (iii), W, =1 e portanto, Tr(K)=1.

%k %k %

Agora estamos aptos a apresentar a definicdo seguinte.

%k 3k %k
Definicao: um operador kernel K € M. (n+1) é uma matriz diagonal com a propriedade de
uma aplicacado de simbolos dada por
W] (gn,)=Tr(PK#®),

€ uma correspondéncia de simbolos.

%k %k %

Em vista do que apresentamos acima, K possui uma decomposi¢c&o ortogonal

K=LI+K1+K2+...+K ,
n+ n

em que para [>1, K, é uma matriz diagonal, real e de trago nulo, ou seja, K, = k, e(I,O),onde

k,#0 e
e(1,0)="— 2l +1 ("+1+1)!1§3( 1) [ . JJ_ JJ",
em que
C o 0 0 ]
Jn1 0 0
e 0 J(n-12 0
0 0 2(n-1) 0 0

0 0 0 1n 0 |
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%k 3k %k
Proposicao: existe uma bijecdo entre correspondéncia de simbolos e matrizes reais
diagonais em M.(n+1) do tipo

1 o [21+1
K=——1I+) c,,/——e(1,0),c,eR =0,
n+1 gl‘l n+1 (2.0) !

e, ainda, para toda correspondéncia de simbolos de Stratonovich-Weyl, ¢, =%1 para todo I.

Demonstragcédo: Ver Pedro e Straume (2014).
Definicdo: Os nUmeros reais ndo nulos c¢,c,,...c, sad0 denominados numeros

caracteristicos do operador kernel K.
Definicao: A Unica correspondéncia positiva de simbolos de Stratonovich-Weyl (para a
qual todos os numeros caracteristicos sao iguais a 1, isto é, ¢,=1), é chamada de

correspondéncia de simbolos de Stratonovich-Weyl padrao e denotada por:
W/ :B(H,)=M(n+1)— Poly(5%),. < CZ(5%).

O operador kernel K, neste caso, é denotado por Ky ou por A como em Vérilly e Gracia-Bondia
(1989).
%k 3k %k
Vamos, agora, destacar a correspondéncia de simbolos que originalmente foi definida por
Berezin.
%k 3k %k
Definicao: A correspondéncia de simbolos de Berezin é uma correspondéncia cujo
operador kernel K & um operador projecéo IL

%k %k %

Como o tragco de um operador projecédo é seu rank, segue que Il1 deve ser uma matriz

n
=E,, paral<k<n+1=2j+1, ou seja, Hk:(—l)k“ZCf'f" e(1,0), em que m=j-k+1 e cada

m,—m,0
1=0

I,

coeficiente de Clebsch-Gordan deve ser ndo nulo.
%k 3k %k
Definicao: A correspondéncia de simbolos obtida via operador proje¢éo I1;, é chamado de

simbolo de Berezin padréao.

%k %k %

Assim como definimos uma correspondéncia de simbolos via um kernel para o caso
Stratonovich, podemos fazer o mesmo para Berezin da seguinte maneira: definimos uma

aplicagao B que associa a cada operador Qe M (n+1) afungéo B, sobre a esfera S?,
BQ(gno) =Tr(QI{), geSU(2),

em que n, =(0,01)es% e I1, é o operador proje¢éo

I1, =diag(1,0,0,---,0).
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%k %k %

Definicao: A aplicacéo B é a correspondéncia de simbolos de Berezin padréo.

%k 3k %k
Os numeros caracteristicos para a correspondéncia de simbolos de Berezin padrao sao os
numeros caracteristicos da aplicagéo de simbolos cujo operador kernel é o operador projegao IT, .

Portanto, para cada n=2j existe uma n-upla bde n nimeros caracteristicos possivelmente
dependendo de n. Denotaremos esses niumeros por b, em que

_’— n n e n DY H

b=(b/,b;,--,b/,++,b).

Esses numeros sdo expressos da seguinte maneira:

n n+1 )i n+1 j
= <I1,,e’(1,0)>= e’(1,0), .,
P =\ ST 0=y e 0,

em que €/(1,0). , denota a primeira entrada da matriz diagonal e’(1,0)=¢(1,0).
11

A forma explicita dos niUmeros caracteristicos bl” da correspondéncia de simbolos padrao

de Berezin é dada por:

n

b,,:\/ n(n-1)...(n-1+1) _ [IJ _ nWn+1

A (n+2)(n+3)...(n+1+1) [HHHJ x/(n+1+1)!(n_1)1'
1

Observamos que essa férmula é obtida a partir de

b= [P e
21+1 )70

Mas ha uma outra demonstracdo de como encontrar esses bl” bastante interessante que pode ser

vista no Apéndice 7.4 de Pedro e Straume (2014).

5 PRODUTO TWISTED NA ESFERA
Dada uma correspondéncia de simbolos, definimos:

WA*WB:WAB
para quaisquer operadores A e B. Dada a correspondéncia de Stratonovich Weyl, para um
particular j, notamos que:

]+1

W, =Tr(A) (n)AB)=(2= )T(Af(n)j A (mW (m)dm_[ N (K)W, (k) dk).

Portanto, a definicdo apropriada para o produto twisted de duas funcbes g e f em 5321.4, é dado

por:

(f *, g)(n)= LZ LZ 1 (n,m,k)f (m)g(k)dmdk,

* Espago de Hilbert dos harménicos esféricos cuja base ortonormal & {YIm :0<1<2j,-1<m<]I}.
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em que o trikernel L/ é apenas

2]+1

U J(n,m,k)=(——) 2tr(A (n)A (m)A (k).

Da condicdo de Aj(g-n):th(g)Aj(n)nj(g)_l e da formula acima temos que

li(g-ng mg-k)=L(nmk),
para geSU(2), o que implica que o produto twisted é equivariante, ou seja,
(f*lh)g =f8 *1hg
para todo geSU(2).

A formula acima nos diz que o trikernel € uma funcéo rotacionalmente invariante nas suas
entradas vetoriais. De acordo com o teorema de Weyl (1946), dependera apenas da combinacao
de permutacéo de produtos escalares e de determinante. Por exemplo, para j=1/2 temos

1/2(n,m, k) :%(1+3(< n,m>+<mk >+<k,n>)+3v3i[n,m,k]).

A partir dessa ideia, procuramos encontrar uma férmula geral, que representasse o
trikernel de Stratonovich (e de Berezin, posteriormente). Férmula essa que dependeria de
produtos internos e determinantes, como Weyl afirmou.

Formalizando o contexto acima, temos a definicdo seguinte para correspondéncia de
simbolos em geral.

%k %k %

Definicao: para uma dada correspondéncia de simbolos
w/ :B(H,)=M(n+1) — Poly.($*) = CZ(S%),
que associa cada operador P ao simbolo W/, o produto twisted x que é a operacao binaria sobre
simbolos
*: W/ (B(H].)]ij (B(Hj))ewf (B(H].))zPonC(SZ)

induzida pelo produto de operadores dada por

j j J
WPQ WP *WQ.
k sk ok

Sejam geSO(3) e f,f,f; ve(B(Hj))zPonC(SZ)cC?(SZ), temos que a algebra de

simbolos definida por qualquer produto twisted satisfaz as seguintes propriedades:
i) SO(3) - equivariante: (f, xf,)¥ =ff «£f;

i) associativa: (f; xf,)xf,=f, *(f,x£;);

i)y unital: 1xf=fx1=F£;

(
(
(
(iv) estrela algebra: | xf,= f_z*f_1

Em vista da definicdo acima, podemos usar o postulado de normalizagdo da definicao de
correspondéncia de simbolos para definir um produto interno induzido no espago de simbolos:
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. . 1 - .
] ] — J ]
Wil = [ wihwjds.
Com isso podemos escrever o postulado de isometria (tracionalidade) como

(v) Isometria: <W1{,Wé' >:<WF{,WQJ' >

De fato, por um lado temos
o 1 .
J J S— -
<W, ,WQ >=<P,Q >i= n+1Tr(P Q)
e, por outro,

L owias=-1L Tr(P'Q).

o 1¢ — . 1 , ,
WiW] > =—[ Wiswjds=—[ Wi «wjds = ds=——
DU 2P ™ ands? P 70 4mds? PQ  n+1

4T

%k 3k %k
Definicao: O produto twisted obtido via correspondéncia de Stratonovich-Weyl é chamado

de produto twisted padrao de simbolos e é denotado por *f ou simplesmente por x,.

%k %k %

Portanto, para f,g W/ (B(H,)) =w/ (B(H,)) = Poly (5, cCZ(S?),

=% (f,g) > g er(B(H].)) = Poly ,(5%)_, <CZ(S).

E, finalmente, antes de introduzir o trikernel de Stratonovich, exibiremos a representacéo
integral do produto twisted. O produto twisted de simbolos esféricos pode ser escrito na forma:

fHg(n)= LZ sz(nl) g(n,)L(n,,n,,n)dn,dn,.
A forma integral para o produto twisted nos permite uma definicdo direta e geral desse

produto de simbolos arbitrarios f,g ePonC(SZ)SH sem necessidade de decompéb-los na base de

harménicos esféricos. Em tal representacéo integral todas as propriedades do produto twisted sédo
encontrados no trikernel integral

L:S*xS5*xS? > C.
Nos casos estudados nesse artigo, temos que L=Lfl' ou L{;.

Para a correspondéncia de simbolo de Stratonovich-Weyl, Wlf, temos a definicdo que se

segue.

k sk ok
Definicdo: Sejam f,g eCZ(S?) tais que f=W/(F), g=W/(G), para F,GeB(H,;) onde w/
€ determinado pelo operador kernel Klfcom todos os numeros caracteristicos c¢,=1, para

1 o [21+1
0<I<n=2j,naequacdo K=——1I+ ) c,.|]——e(1,0). Logo,
4 quag n+1 12‘1‘1 n+1 (2.0) g

Fryg(m= szszf(Hl)g(nz)le(nl,nz,n)dnldnz,

em que
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2]+1

I, (n,,n,,n) = (=—)*Tr(K] (n,)K{ (n,)K](n))

é o trikernel de Stratonovich.

%k %k %

O Trikernel de Stratonovich também pode ser reescrito da seguinte maneira:

. . L L1 — —  —
I[/l(nl,nz,n)z2(—1)2]\/(2j+1)(211+1)(212+1)(21+1) ml mz ) [j]Ylll(nl)lez(nz)YIm(n)
1 2

Ik,mk

em que a soma em [, e m, satisfaz: 0<], <n=2j,-1, <m, <I,, Al

R e U R
m m —m ] ] ] —m —m m

" 2,1 )=1, m1+m2+m3=0 e

1 2 1 2

€ o produto do 6j-simbolo pelo 3j-simbolo, respectivamente.
Teorema: O Trikernel de Stratonovich é simétrico, ou seja:

L]1(n1'”2'n3) = L]1(H3'H1'”2) = L]1(”2'n3’”1)'

1 1 1
Demonstracao: Essa simetria é obtida gracas a simetria de r2 [j]-

H?1 H]2 —m

Teorema: O Trikernel de Stratonovich satisfaz as seguintes propriedades:
. i _7j .
(I) le(nl,nz,n)—Ll(gnl,gnz,gn), g ESU[Z) )

(i) [ L Cny,my m)(mnguny)dn= [ 1oy mn 14 (),
(iii) J‘SZle'(nl,nz,n)dnl:Ri(nz,n), J‘SZL{(nl,nz,n)dnz:Ri(nl,n), onde Rj(HZ.H)GPOIYC(SZ) éo
kernel de reproducdo da algebra polinomial truncada PonC(SZ), caracterizado por

LZRJ' (n,,n)f (n,)dn, = f(n), para toda f e Poly(5?);

(iv) L{(“zfn1'“) = L{(nl,nz,n).

Demonstracéo:
(i) De fato,

. 2
L (gn,.gn,.gn)= ( 41:1J Tr(K](gn,)K](gn,)K](gn))
[Zﬂ;j Tr((m, (g)K] (m)m;" (8))(r, (8)K] (m))m; " (8)) (m, (8)K] (m); (£)))

[zﬁlj Tr(K!(n)K](n,)K!(n)) =L (n,,n,,n).

(i) Sejam f,g,hePonC(SZ) , temos que o produto twisted é associativo, ou seja,

(fxg)xh=f (g ~h), logo, por um lado,
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(F «g) )= [, [ ,(F +£)(mhCng) L] (1, Yndin,
= Lz Lz(Lz LZf(nl)g(nz)L{(nl,nz,n)dnldnz )h(nB)L{(n,n3,n4)dndn3

- LZ LZ 1) (n,,n,,n) -[52 Lz 1} (n,n,,n,)f(n,)g(n,)h(n,)dn,dn,dndn,
e por outro,
Fx(g*h)(n,)= LZ Jszf(nl)(g «h)(n) (n,,n,n,)dn,dn
= J o] Bmnym |, | Ly mn,)E (o, g (n,) b )dinydingdnydi
(iii) Essa afirmacgao segue de:

F()=(F > ()= [, |, F(m)L](ny,m, m)dinydiny,

F()=(x )= [, [, Fn,) 1] (n, my m)dn,dn,

(iv) Como

- . 2
le'(nl’HZ’n) :[22—;1j Tr(Klj(nl)Klj (nz)Klj(n))

[ziﬂ Tr((K](n)K]) (n,)K]{(n))= [zﬁlj Tr(K{ (n,)K{(n)K](m))= L] (ny,n;,n).

%k %k %

Observamos que, para definir o trikernel de Stratonovich e explicitar suas propriedades,
comecamos com 0 simbolo de Stratonovich-Weyl Wlf. Faremos o mesmo agora para definir o

trikernel de Berezin.
Considerando B a correspondéncia de simbolo de Berezin padrdo. Como essa
correspondéncia de simbolo ndo é simétrica, existem dois produtos internos naturais SU(2)—

invariante sobre o espaco de simbolos Polyg(sz):
e o produto usual I* sobre CZ(5%) > Poly.(S%):
1 - 1 -
<fyf,>= ELZ fifds = [ mt,(mdn.
* 0 produto interno induzido sobre Poly.(5*)cCZ(S%):
<hufy> =y f1 w0 £ dS = J' £,(n) 2 £,(n)dn.

Podemos agora definir um trikernel integral, baseando-nos nesses dois produtos internos,

cujo nome é trikernel de Berezin L. , definido por:

£ (n)= | szsz f,(n,)f,(n,): (n, n,,m)dn,dn,,
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%k %k %

Definicao: Definimos o trikernel de Berezin, adicionando na férmula de Stratonovich os
nameros caracteristicos da correspondéncia de simbolos padrao de Berezin,

n+l +1 n+l,+1 [ n J

Obtemos:

. -0%2j+1) 2L+ (2L +1)(21+1)| I 1 1

0 (ny )= Z( )@+ D@L DL D@D L .

(47m)* m  m, —-m
n+l +1 n+l,+1 n
13 —_ —_ —
Y ()Y, 2 (n)Y," (n)
n n H+1 +1 1 2
\ 11 L I

em que

Observamos que ja o Trikernel de Berezin, I~ ndo possui a propriedade de simetria como o
] b

Trikernel de Stratonovich, mas ele satisfaz todas as propriedades enunciadas para o trikernel de
Stratonovich.

6 CALCULOS EXPLICITOS PARA O TRIKERNEL DE STRATONOVICH E DE BEREZIN

O objetivo desta secdo é encontrar formulas explicitas para o trikernel de Stratonovich e de
Berezin. Para tal, vamos primeiramente obter uma féormula alternativa que dependa apenas de
produtos internos e determinantes que sdo fungbes SO(3)-invariantes. E o teorema cuja

demonstracao se encontra em Weyl (1946), que nos permite chegar a essa formulagao.
%k 3k %k
Teorema: Toda funcdo de trés pontos na esfera S, SO(3)-invariante, representada por
vetores unitarios n,,n,,n, no espago tri-dimensional euclidiano, pode ser expressada como uma
funcao de trés produtos internos
<n;,n,><n;,n,><n,,n>,
junto com o determinante

[n,,n,,n;]=det(n,,n,,n).



Hipatia, Campos do Jordao (SP) 84 v. 1, n.1, p. 71-91, dez. 2016

Teorema: Sejam n,,n,,n, eS?, 0<I, <2j e cada tripla (I,,1,,1;) satisfazendo a propriedade

triangular e -1, <m, <I, para k=1,2,3.. E seja

A=A(n1,n2,n0)=<n1,n >—<n,,n, ><n.,n

) o1 01> B=B(nl,n2,n0)=det[n1,n2,n0],

2
denotamos:

Lo, 1
,Cllllng(nlnz,nO):\/(211+1)(212+1)(2]3+1)([S g S]P](l)(zl)Plg(zz)

min(l;,1,) _ —
>y [’1 bk }\/(11 ) P2, B (2, (-1 [ A- B)" (1) 4+ iB)"))
m=1 m -m 0

(1, +m)!(L,+m)!

Entao,

Lj(n n,,n,)= .
11y, (WA

§ (_1)21'\/2]'12{ 1 I? 1? }E
J
Demonstracédo: Como o trikernel de Stratonovich é invariante por rotacdo, usaremos o
ponto inicial n, =(x,,y,,z,), n,=(x,,y,,2,) € n,=(0,0,1) . E depois, generalizaremos para qualquer
ponto da esfera, considerando que qualquer ponto da esfera pode ser obtido por uma rotacdo de
n, . Iniciaremos a demonstragéo com o somatorio em —I, <m, </, :

1 1 1 T

1 2 3 m -m m
Z -m, —-m, m .1’111(111).1/12 1(112).1/]33(110]
m, 1 2 73
Usaremos que:
() Y (0,0)=V21+1;
.e _ 5.
(i) m +m,=0>;
o om B m [21+1 (I-m)! ., imo .
(ii)) ¥,"(9,0)=(-1) ?'(Hm)lpl (cos@)e™ ;

(iv) Das coordenadas esféricas: x =cos(0)sen(¢),y = sen(6)sen(¢),z=cos(o),

obtemos que

eimO — (X+i.V)m

(1_22)171/2‘
pois x +iy = sen(¢)(cos(0)+isen(0))=(1—z%)/?e®.
Segue:
L A A A A
D vy (2L +1) = D (2L +1 vy,
m |\ ~my om0 % max (I, ~1,)<m, <min(l, 1,) -my om0 Ja %
k 17 277 172

® Tomamos m, =0, pois n,=(0,0,1) implica (0,0).
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~

_ - -1 -
I 1 L L1 — —

=J2L,+1] 1 2 3 |y'%n)Y° 20+1] 12 3 \yMmpayy ™
V25 + [ ] Y)Y )+ Y | I A CA LAY

0 0 O m1=max(—11,—12)

min(1,,1,) I 1 1 -
2 3 m —m
+ ) 2L+ ! ¥, ()Y, ™ ()
m =1 —myomy
LRI R 0
= @1, +1) (21, + 1) (21, +1) A R)(2,)P(2,)

-max(—1; -1,) i i i _ N
D I A A EA(CN

+
m=1 m —-—m

min(1 1 ] ] ] N

+ ,/21 +1] Y2 3 \y™M(n)Y ™(n)
Z 3 -m; m; 0 Lo z

=\/(211+1)(212+1)(213+1)[ hoh ]Plo(zl)PIO(zz)
00 0 )" 2

min(l, 1
1 1ttt ym m
2 0 ]{ym(nl)ym(n2)+( 1)1 g I3Y1 (nl)'YIZ (n,)}=

+ Z 1/213+1(—1)"’[ L
m —m
I

min(l, 1)
L L oL o o I I
=JeL )L +nEE+| T2 P2 P (2,)+ PRSI L bk
0 0 m=1 m -m 0

0

(Il—m)!Pm ; (x, +iy, )" TR (x,—1y,)"
(]1+m)! L 1 (1_212)m/2 2 (12+m)| L, \72 (I_Zg)m/Z

L+t m ( X1 yl) [ 27 (X +1y2)
HEDE R (1+m)" )y ? \/U+m)" 2 gy

=\/(211+1)(212+1)(213+1)[ bl 1 ]Plo(zl)PIO(zz)
00 0 )" 2

{y2l +1

S “m)l(l,—m)l B(z)R(2)
_4ym (11 m)'(IZ m)' [P S P’ 1 1 1
+ 2 \/(211+1)(212+1)(213+1)( 1) \/Ul+m)!(12+m)!(1_212)111/2(1_2;)1"/2[ | _Izn SJ

{0 +iy ) (xy + iy )™+ (D (e =iy ) (x4 i)™

Analisando essa Ultima parcela separadamente, obtemos:
L+L+1

{(Cey +iy ) (xy +iy ) )) " +(=1)0 7272 (g — iy ) (%, + 1y, )™}

. L+1,+1 .
={(X1X2+y1y2—1(X1y2 25’1)) +( 1)1+2+3(X +,V1Y2+1(X1Y2—X2y1))m}'

E, assim, denotado por

A=A(n,n,,n,)=<n,,n,>-<ny,,n ><n,n,>=xx,+y,y,
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B=B(n,,n,,n,)=det[n;,n,,n)]=x,y,-x,y,.

Finalmente, concluimos que o somatério em m, fica da seguinte maneira:

\/(211+1)(212+1)(213+1)[ bt ]Pf’(zl)P,O(zz)
0o 0 o0 ) Tk

min(l,1
(1, —m)!(l,—m)!
+\/(21 +1)(21,+1)(2;+1) Z ( ™ \/(11+m)!(12+m)!
P"(z,)P"
112(Z1) 12 (Zz) 11 12 13 [(A IB) +( 1) 1+12+13(A+ B) ]

Uma observagcdao interessante desse trikernel é que podemos decompor a soma
L, , , (n;,n,n)) emduas partes, aquela em que I, +1,+1,=par e aquela em que
172”73

L L 1
1 72 3 |=0, se 11+12+I3=impar.
0 0 O

Segue:

e I, +L+1,=par

L1, 1
511,12,13(n1,n2,n0)=\/(211+1)(212+1)(213+1)[S ; S}P]?(zl)Plg(zz)

+mm(211‘12) Lty | [Gymm)Cy=m)t,, P (2,)2-1)" [2( nk| m |gm-2kpgky)
(]1+m)!(12+m)' 1 Z 2 2k .

-m 0

e I+, +1;= impar

min(l, L))
. L1
£11’12J3(n1,n2,n0):21\/(211+1)(212+1)(213+1) S ( 1R 3]
m=1 m —-m 0

(4 —m)!(,~ ) m _qym N _k+l|  m m—(2k+1) p2k+1
\/(1 (e " (2P (2,) (1) [Z(,]( 1) ( s jA B

Observamos que € na soma impar que obtemos a parte imaginaria.
Analogamente, o Trikernel de Berezin ficard com a formulacdo que se segue.

%k %k %

Teorema: Sejam n,,n,,n, eS? , 0<1, <2j e cada tripla (/,1,,1;) satisfazendo a propriedade
triangular e -1, <m, <I, para k=1,2,3. E seja

>—<n,,n

A=A(n1,n2,n0)=<n1,n2 0’

| ><ny,n,>B=B(n ,n,n))=det[n n,,n]

denotamos:
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L1,
,Cllllng(nlnz,nO):\/(211+1)(212+1)(2]3+1)([S g S]P](l)(zl)Plg(zz)

11 I L +L+1

min(l, 1)
- [ 2 }\/“ 2= b, Pz, ) (1) A-B)™ + (1) A+ iB)™))
el m -m 0 2

(1, +m)!(L,+m)! h b (2

Entéo, obtemos para o trikernel de Berezin,

2j [
IL’]‘B[nl'nz'no)_( 1) y2j 4 2
(4m)> I n n+l,+1 J
| [1 68

Basta trocarmos n, por n para generalizar ambos os resultados para um ponto n qualquer na

n+l +1 [ n+l,+1 n
n
L

2 ¢ j '
esfera $°, ficando I-(n,,n,,n)e 1/ (n;,n,,n).

7 CALCULOS EXPLICITOS® PARA J=1/2, 1, 3/2

Vamos explicitar os exemplos de j citados nesta segao; lembrando que as triplas (/,,1,,1;) devem
satisfazer a desigualdade triangular |1, —1,[<I; <1, +1,. E ainda,
A=< n;,n,>-<ny,n, ><ng,n,>
B=det(n,,n,,n))=[n,,n,,n;].
e Casoj=1/2
Como 0<I, <2j=1, temos as seguintes triplas (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,1).

Looolnynyng)=1, L, ; (n;,n,, 0):_‘/§<”1'“2>’

a partir disso obtemos 51,0,1(“1'”2'”0) 950,1,1(“1'“2'”0)’ usando ciclicidade.
L =3 iB
11 (115,11 _ﬁl
Agora somando em I,

Li/z(n1 0)——{1+3(<n n,>+<n >+<n,,n, >)+i3\/§B}.

415)

n

1’770

>+<n,,n, >)+i\/§B}.

2 1’

1
L15/2(H1'H2’n0)2?{1+3<H1’H >+<n,,n,

e Casoj=1

® O calculo para j=2 pode ser visto em Harb (2014).
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Como 0<I, <2j, I, €{0,1,2}. Teremos as seguintes triplas: (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0),
(1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (0,2,2), (2,0,2), (2,1,1), (2,1,2), (2,2,0), (2,2,1), (2,2,2).

Primeiramente faremos o calculo de L’I 1, (n,,n,,n)), como acima, para depois calcular o

operador.

3.
Lol nym)=1, 51,1,0(”1'“2’“0):_\/§<”1'“2>’ 51,1,1(”1'”2'"0)=$’B

32 152

L, ,(n,n,,n)=—=(3<ny,n, ><ny,n,>-<n;,n,>), L ,,(n,n,n)=-——=IiB<ny,n >
11,241 ot ) 1727 Wy
v 0 2\/5 ° ‘ ~ " \/E

52

\/E 2 2
L. (n,n,,n)=—(3<n,,n, > -1), (n,,n,,n)=——+(9B“+3R-5).
0221200 T 02 [2,2,2 17270 a7

Somando em Ik na soma do trikernel de Stratonovich obtemos:

92 310

Li(n,n, 0)_( ){1+3P+—(R 1)+—13(1+5P)++ o (3P?-3R-2P)
4T

_5v10
8

(9B*—5+3R)}.

E para Berezin:

1145

3
Ll-(n n,)= [ +P+<n;,n,>+—=<ny,n, ><ny,n,>
)= 2O 25 T

+3\/E<n n,><ny,n >- <ng,n,>- (<n n, >-<ny,n, >)+313P
2 zJ_ \/— v v

1’
) 15J_ NG

3 15
+6iB <ny,n,>+—= (<n 1, >24+<n qy > )+ <n,,n,>"———— —R)
0 w3 0 3o 4\/— 443

Em que, para facilitar a notagdo e o excesso, denotamos:

P—<n0,n >+<n,,n,>+<n;,n,> e R—<no,n >2 +<ny,n, >2 +<n,,n, >2

e Caso j=3/2

Como 0</,<2j, 1,€{0,1,23}. Teremos as seguintes triplas: (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0),
1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (0,2,2), (2,0,2), (2,1,1), (2,1,2), (2,2,0), (2,2,1), (2,2,2), (0,3,3),
(1,2,3), (1,3,2), (1,3,3), (2,1,3), (2,2,3), (2,3,1), (2,3,2), (2,3,3), (3,0,3), (3,1,2), (3,1,3), (3,2,1),
(3,2,2), (3,2,3), (3,3,0), (3,3,1), (3,3,2), (3,3,3).
Observemos que além das triplas que apareceram no caso j=1, apareceram algumas a mais.

Logo, ao calcular os L para esse caso, basta calcular para essas triplas faltantes. E o que

1.1,,1°

fizemos:
3
50,3,3(171' 0)—— \/_(5<n o1y > —3<n0,n2>),

por ciclicidade achamos Ly03(np,n5,n0)€ Ly 50(n,n,,n,).
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Ly 35(ny,1y,n0)= \/;13(1 5<n n2>2),

por ciclicidade achamos £3,1,3(n1,n2,n0) e Ly, (n,ny,n).

L 2,3 3
1’2’3(111, 0) <n0,n ><n,,n, > +2<no,n >+3<ny,n,><n,;,n,>

por ciclicidade obtemos todas as outras combinactes Ly ,(ny,ny,n0),L, 5 (n;,ny,n),

L 13(ny,n5,100), L, 1 (1y,15,n) € L 5,(ny,m),n).

L, ,5(n;,ny,n))= 15\/713(2<n n, ><ny,n,>-<n;,n,>),

por ciclicidade obtemos Ly,,(ny,ny,n0) € L),5,(n;,n,,n:).
5233(111, O)— \/_( -10<ny,n, >3 15<n ny >2 <ng,n,>- 15<n n,><n,n, >2
- 21

2 2
+6 <ny,n, >—3<nO,n1 ><n,,n, >+45 <ny,n ><ny,n,><n,n, >+15B <ny,n, >),

por ciclicidade obtemos Ly,5(ny,my,00) € Ls,,(n;,n,,n:).

Ly 55(n,n,,n,)= \/_( ~3R-5B°+21/5).

Reunindo tudo no somatorio em I, obtemos, para Stratonovich:

! { +—(P 11R- 2532P+P2—15PR)+P3—332+%S+

3/2
L (g my ) = 4m)? 2 20

+1,/i(87-90R—1003 (7-6P— 30102+30R—E R)}
8\35 [

E para Berezin:

1 5 2 3 2 ’2
Lga/2 n.,n ,n,)=——,(—-—-P-—<n,,n,>——IiB(1+6<n,,n, >)+—=iBP+— <n,,n,>
b ( 01 2) (415)2(2 3 12 \/5 ( 02 ) \/5 s\3 12

J5 10
-3 (<n0,n >+<ny,n, >)— 2 <ny,n; ><n,,n, >+49 3 — <n;,n,><ny,n, >

3 5 3
2 3
—6<n1,n2 > _ER_ES+9O<H1'HZ > +5P—54<n1,n2 >

+§,/%(21P+12<n n, >+12<ny,n, >+42<ny,n, ><ny,n,>

63 63 15 2
+63<n,,n,><ny,n,>+63<n,,n,><n;n >- 5 —<ny,n, ><ny,n,>

, 105 , 105 ,
—<n ,H ><n ,H >"——<n ,H ><n ,H >"——<n ,H ><n ,H >
2 0 0 2 1 0 2 1 0

315 )

315 2
——<ny,n,><n;,n,>" - 5 ——<ny,n, ><n1,n2>)
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3

"V

iB(22+i—5<n n >2—i<n n >2—15<n1,n2>2)

\/E 0’772

01

6 .
——IB(—7P+6<H1,H2>+2<H0,H1 ><n,,n,>+ 14<no,n1 ><n,n,>

J7

+14 <ny,n,

—15<n1,n >2<n_.n

2 » >—15<n0,n

1 2

+6<n0,n1

><n,,n, >)+

2 2
><n,,n, > —15<no,n1 >< 1,1, > +6<n0,n >

>—3<no,n

0’72

(-105-15<ny,n, >2<n ,n,>

0’772

2

>—3<no,n2 ><n,,n,>

+45<n0,n ><n.,n,>°<n n2>+1SBZP +45<n1,n2><n0,n >2<n n,>

1 0’772 1’

1 01’

—60<n1,n2 >3+9OBZ<nl,n2>7(—15<n0,n >2<n, n, >

2
—15<no,n1 >“<n,,n, >+6<n1,n2 >—3<n0,n2

2 1’772

2
><n,n, > +45<ny,n, ><n;,n,>"<n;,n, >))

5 13 _3p_sp3
—4(2( 3R-5B°+21/5)),

em que P e R como no caso j=1 e S=<ng,n

8 CONSIDERACOES FINAIS

3 3
1> +<I’IO,H2> +<n,,n,>".

3
1772

Em Harb (2014) foi feito o préximo célculo para j=2, aumentando o numero de parcelas e de
célculos significativamente, por isso, o exposto neste artigo foi até j=3/2, dando uma boa ideia do

que se segue.

O que se desejava era uma formulacdo para poder fazer um estudo assintotico desses
produtos, porém os resultados dos calculos (feitos a médo e com auxilio do software Wolfram
Mathematica) mostraram que essa formulacédo ideal pode estar mais longe e necessitar de, talvez,

uma programagao matematica.
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