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RESUMO

O conhecimento da génese histérica dos conceitos matematicos pode ser uma ferramenta de grande valia
para a elaboracdo da linguagem matematica e para uma compreensao mais profunda desses conceitos. Em
particular, a ideia de funcéo, tendo percorrido muitos séculos desde as suas primeiras noc¢des intuitivas, e
tendo chegado a sua elaboragcédo mais recente apenas no século XX, mostra uma grande riqueza histérica a
ser explorada, principalmente na formacao de professores de Matematica. Nossa intencdo, neste artigo, &
trazer & tona alguns fatos da génese histérica desse conceito, propondo também breves reflexdes, obtidas
em nossa pesquisa com professores, ao desenvolverem essa ideia no Ensino Médio.
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ABSTRACT

The knowledge of the historical genesis of mathematical concepts can be a valuable tool for the development
of mathematical language, and therefore, for a deeper understanding of these concepts. In particular, the
idea of function has covered many centuries since its first intuitive notions, and has arrived at its latest
development only in the twentieth century. This idea shows a great historical wealth to be exploited,
particularly for the training of mathematics teachers. Our intention in this article is to bring to light some facts
of the historical genesis of this concept, as well as to propose brief reflections obtained from our research
with High School teachers that developed it.
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1 INTRODUCAO

Neste artigo ndo pretendemos fornecer uma analise minuciosa de todos os aspectos ligados ao
desenvolvimento histérico do conceito de funcdo, mas acreditamos que o compartilhar de alguns
desses fatos com o0s colegas professores possa ser de grande utilidade na compreensdo das
diferentes definicdes propostas para o mesmo.

A partir dessas defini¢cdes, e com a constatacdo de que nem todas as motivagdes historicas
que surgiram para seu aprimoramento podem estar presentes em sala de aula, os professores
poderao fazer uma andlise critica dos modos pelos quais essas ideias sdo desenvolvidas com
seus alunos.

Uma de nossas pesquisas (ZUFFI, 1999) mostrou que ha uma diversidade de conceituagoes
para as funcdes, apresentadas pelos professores do Ensino Médio, que variam com o contexto
em que sao propostas. Mais ainda, revelou que nem sempre os professores tém consciéncia
dessas diferencas.

! Este artigo foi originalmente publicado pela Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica-SBEM, na Educagdo
Matematica em Revista, ano 8, n.9/10, em abril de 2001, a qual autorizou previamente sua republicagdo neste periddico.
?Doutora pela Faculdade de Educagéo da Universidade de S&o Paulo (USP), Sao Paulo, Brasil. Docente no Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computagdo (ICMC) da USP, Sdo Carlos, Sdo Paulo, Brasil. Endereco para
correspondéncia: Av. Trabalhador Sao-carlense, 400, Centro, CEP:13566-590, S&o Carlos, SP, Brasil. Endereco
eletronico: edna@icmc.usp.br.
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A analise histérica, entdo, vem nos auxiliar a compreender que a criagdo em Matematica
nao se da em um momento Unico. Ha fatores socioculturais influenciando fortemente essa criacéo,
todos dependendo dos problemas que as sociedades de cada época propdéem como relevantes,
juntamente com a comunidade cientifica. Da mesma maneira, na sala de aula, a elaboracdo das
ideias matematicas depende de problemas levantados pelos alunos e pelo professor, bem como
das formas de expressao, através da linguagem matematica, com as quais essas ideias sao
abordadas.

2 UM POUCO DE HISTORIA

No trabalho de Sierpinska (1992), encontramos alguns momentos da evolucéo da ideia de funcéo,
como também a ressalva de que 0s papéis exercidos pelos conjuntos ‘dominio’ e ‘contradominio’,
envolvidos em sua definicdo, ndo sao simétricos:

Esta condicdo ndo nos parece um problema agora, mas foi necessario muito
tempo na histéria para atingi-la como algo importante para se distinguir a ordem
das variaveis. [...] Os historiadores atribuem a discriminagdo entre as variaveis
dependentes e independentes a Descartes, mas parece que os papéis das
coordgnadas em sua ‘Geometrie’ eram bastante simétricos (SIERPINSKA, 1992,
p. 38)".

N&o parece existir um consenso, entre os diversos autores, a respeito da origem do conceito
de fungcdo. Alguns deles consideram que o0s babilbénicos ja possuiam um “instinto de
funcionalidade”. (YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADOQO, 1998). Podemos encontrar este
“instinto de funcionalidade”, que precede uma ideia mais geral de funcao, desde cerca de 2000
A.C., em calculos babildnicos com tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas,
podendo ser tomadas como “funcdes tabuladas”, destinadas a um fim pratico.

Entre os gregos, as tabelas que faziam a conexdo entre a Matematica e a Astronomia
mostravam evidéncias de que estes percebiam a ideia de dependéncia funcional, através da
interpolacao linear (YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADO, 1998).

Segundo Boyer (1974), na Franca, ha indicios de ideias priméarias de funcdo anteriores a
1361, quando Nicole Oresme, um dos maiores escritores e professores de sua época, descreveu
graficamente um corpo movendo-se com aceleracdo uniforme no tempo. Porém, o trabalho de
Oresme resumia-se a ilustrar aspectos qualitativos, sem se utilizar de medidas
(YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADO, 1998).

Para Youschkevitch (1976), ha trés fases principais do desenvolvimento da noc¢do de
funcdo: 1) a Antiguidade, na qual o estudo de casos de dependéncia entre duas quantidades
ainda nao havia isolado as no¢oes de variaveis e de func¢édo; 2) a Idade Média, quando as nocdes
eram expressas sob uma forma geométrica e mecanica, mas em que ainda prevaleciam, em cada
caso concreto, as descri¢coes verbais ou gréaficas; 3) o periodo Moderno, a partir do século XVII,
principalmente, que comporta, a seguir, um melhor detalhamento.

Galileu Galilei (1564-1642) contribuiu para a evolugao da ideia de funcéo, ao introduzir o
quantitativo nas suas representacdes graficas. Nessa época, o aprimoramento dos instrumentos
de medida propiciou a busca de resultados inspirados na experiéncia e na observacgao.

® Todas as tradugbes, neste artigo, sdo de nossa autoria.
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J& Descartes (1696-1650) utilizou-se de equagdes em x e y para introduzir uma relacao de
dependéncia entre quantidades variaveis, de modo a permitir o calculo de valores de uma delas, a
partir dos valores da outra.

Entretanto, compreendemos que foi com dos trabalhos de Newton (1642-1727) e Leibniz
(1646-1716) que surgiram as primeiras contribuicées efetivas para o delineamento desse conceito.

Na teoria de Newton sobre “fluentes” — esse era o termo que ele usava para descrever as
suas ideias de fungcbes — estas encontravam-se bastante ligadas a no¢ao de curva e as “taxas de
mudan¢a” de quantidades variando continuamente. E mais ainda, restringiam-se a “imagens
geométricas de uma funcéo real, de variavel real” (CARACA, 1952).

Newton desenvolveu também uma grande habilidade em expressar estes “fluentes” em
termos de séries infinitas, relacionadas a taxas de variagdo, para o calculo de comprimentos,
areas, volumes, distancias, temperaturas, enfim, grandezas variando continuamente. Isso acabou
por resultar em sua tentativa de definir limite de uma funcéo, falando em “quantidades” e “taxas de
quantidades” (BOYER, 1974), termos que sao bastante imprecisos e distantes da nocao de limite
que conhecemos hoje.

Foi Leibniz, na década de 1670, quem usou o termo “funcdo” para se referir a “certos
segmentos de reta cujos comprimentos dependiam de retas relacionadas a curvas”. Logo depois,
o termo foi usado para se referir a quantidades dependentes ou expressdes (ITO, 1987).

Notamos que as primeiras definicdes do conceito revelam um certo encantamento pela
algebra, na qual a funcdo era dada por uma expressao algébrica, como veremos a seguir, na
definicdo dada por Jean Bernoulli (1667-1748): “Funcao de uma quantidade varidvel é uma
quantidade composta de alguma maneira desta variavel e de quantidades constantes”
(SIERPINSKA, 1992, p. 45).

Jean Bernoulli estava interessado em fungdes que fossem bem-comportadas, devido a
natureza dos problemas para os quais contribuiu, como o0 aprimoramento da utilizagdo da regra de
L’'Hospital para formas indeterminadas de limite, que envolviam fung¢des diferenciaveis. Este
matematico também deu grandes contribuicdes a Geometria Diferencial, com seus estudos sobre
geodésicas em uma superficie. Estudou curvas como a catenaria, trajetorias causticas e funcdes
exponenciais simples: y = a*, e gerais: y = x*. Para essa Ultima, propds também sua expansao
em séries de exponenciais e, integrando-a termo a termo, achou a area sob essa curva. Jean
experimentou varias notagdes para uma funcdo de x, das quais a mais préxima da notacdo em
uso € “¢px” (BOYER, 1974).

Outra definicdo interessante é a de Leonard Euler (1707-1783), que foi discipulo de Jean
Bernoulli:

Uma fung¢do de uma quantidade varidvel € uma expressao analitica, composta de
alguma maneira desta mesma quantidade e nimeros ou quantidades constantes.
Assim, qualquer expressao analitica a qual, além da variavel z, contém também
quantidades constantes, é uma funcdo de z. Por exemplo: a + 3z; az — 4zz;
az + b/aa — zz; cz etc; sdo fungdes de z (SIERPINSKA, 1992, p.45).

Euler, a partir de seu Introductio in analysin infinitorum, de 1748, organizou o calculo
diferencial, ampliando a ideia de “fluentes” de Newton para um ramo mais amplo da Matematica —
a Analise, a qual se caracteriza pelo estudo de processos infinitos (BOYER, 1974). A partir dai, a
ideia de funcdo tornou-se fundamental para esta area, enquanto esteve implicita na Geometria
Analitica de Fermat e Descartes, e nos estudos de Newton e Leibniz.
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Entretanto, a definicdo dada por Euler ndo explicita o que € uma “expressao analitica”. Nao
podemos, porém, deixar de observar que este matematico trouxe grandes contribuicées para a
linguagem simbolica e as notacbées que utilizamos hoje, entre elas, 0 “f(x)” para denotar uma
funcdo de x (além da letra e, para a base de logaritmos naturais, m para o perimetro da
circunferéncia dividido por seu diametro, i para vV—1, £ para somatorio etc.).

Em seu Introductio, Euler estabeleceu um tratamento estritamente analitico para as fung¢oes
trigonométricas (em termos de expansdo das mesmas em séries de poténcias), introduzindo
abreviacdes para estas fungdes que sdo prdéximas as que conhecemos hoje. Também trabalhou
com séries fracionérias infinitas, estabelecendo relagbes entre a Analise e a Teoria dos Numeros.
Estudou particularmente as funcbes exponenciais e os logaritmos. Com D’Alembert, trocou
correspondéncias sobre o “problema das cordas vibrantes”, que envolvia equagobes diferenciais e
funcdes diferenciaveis (e, portanto, bem-comportadas).

A imprecisao da definicdo de limite de uma funcéo proposta por Euler, que se utilizava de
ideias dubias sobre os diferenciais, parece refletir a prépria imprecisao em sua definicdo de funcéo
e de variavel. Segundo Euler, os diferenciais eram simbolos para “quantidades que séo zero” e
também “quantitativamente diferentes de zero”. Esta sua proposta foi criticada por D’Alembert, o
qual tentou melhorar o conceito de limite, mas essa questao sé foi bem resolvida no século XIX
(BOYER, 1974).

A nosso ver, um detalhe interessante que pode ter indiretamente contribuido para o
aperfeicoamento da definicdo de funcdo — e, particularmente, para a de fungdes logaritmicas e
exponenciais — foi que Euler esclareceu que os logaritmos de numeros negativos nao sao
nameros reais. Isto era bastante confuso, até entdo, e acabou por levar a se pensar em restricoes
para os dominios destas funcdes e para as bases consideradas. Euler também trabalhou com as
funcbes seno e cosseno para numeros complexos, o0 que, juntamente com os estudos de
D’Alembert a este respeito, serviu como antecipagdo de um ambiente favoravel para o
desenvolvimento da teoria de fungbes de variaveis complexas de Cauchy, no século XIX.

Outra definicdo interessante de funcdo é a do matematico francés Jean-Louis Lagrange
(1736-1813) e que ja incorpora ao conceito a possibilidade de termos varias variaveis:

Chama-se fungdo de uma, ou vérias quantidades, toda expressado de calculo na
qual estas quantidades entram de uma maneira qualquer, misturadas ou ndo com
outras quantidades, que se veem como valores dados e invariaveis, de modo que
as quantidades da fungdo podem receber todos os valores possiveis. Assim, nas
fungcbes considera-se somente as quantidades que se consideram variaveis, sem
consideracao as constantes que podem estar ai misturadas. (SIERPINSKA, 1992,
p.45).

A Segunda metade do século XVIII foi uma época de importantes publicacées que serviram
de livros-texto para cursos de Matematica, que surgiram particularmente na Frangca. Em 1788,
Lagrange publicou seu Mecanique Analytique, no qual apresentou a Andlise por meio de um
tratamento por postulados (BOYER, 1974). Utilizou as notagées f'(x), f"'(x), ..., f™(x) para a 13,
2% ..., n-ésima derivada da fungdo f(x). Também trabalhou com a expansao de fungdes em séries
de poténcias, mas deixou lapsos quanto a convergéncia destas séries e também no estudo de
funcbes que ndo eram expressas em séries infinitas. Lagrange publicou resultados sobre
mecanica e teoria de equagdes, contribuindo com o “método da variacdo dos pardmetros” para a
solucdo de equagdes diferenciais lineares ndo-homogéneas, e com os “multiplicadores de
Lagrange”, para maximos e minimos condicionados de uma funcdo f(x,y,z,w) — aqui,
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relembramos que sua definicdo de funcdo tem o cuidado de incluir fungcbes de vérias variaveis.
Também se interessou pela Teoria dos Numeros e, na Algebra, contribuiu com o teorema que diz
que a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo em que este se insere.

Percebemos que esta foi uma época de grande entusiasmo pelo Célculo, porém isto nao foi
suficiente para que se extinguissem por completo as confusdes sobre seus principios basicos. No
entanto, as discussbes geradas nesse periodo parecem ter tido fortes influéncias no
desenvolvimento da “era do rigor”, no século seguinte.

Outro matematico francés a quem se atribui muito desse rigor, é Augustin Cauchy (1789-
1857), o qual influenciou marcadamente a Matematica do inicio do século XIX. Embora Gauss
(1777-1855) o tivesse acompanhado em termos do rigor empregado em seus trabalhos, o fato de
Cauchy ter publicado mais e apresentar maior aptiddo para o ensino parece ter-lhe rendido mais
créditos.

A definicdo de funcéo, segundo Augustin Cauchy, era: “Chamam-se funcbes de uma ou
varias quantidades variaveis as quantidades que se apresentam, no calculo, como resultados de
operacles feitas sobre uma ou vérias outras quantidades constantes ou variaveis” (SIERPINSKA,
1992, p.45).

Embora lhe seja atribuido o rigor do século XIX, observando com o olhar atual, ndo nos
parece que esta definicdo seja muito precisa, pois ndo esclarece, de pronto, qual seria a natureza
dessas “operacoes” feitas sobre as variaveis. Apesar disso, a teoria de funcbes de uma variavel
complexa foi desenvolvida por Cauchy, a partir de 1814.

Notamos que esse matematico ja incorporava, como fundamento de suas teorias, o conceito
de limite de D’Alembert, olhando os infinitesimais como variaveis dependentes. Ele também
forneceu uma definicdo mais satisfatéria de funcdo continua e sua definicdo para a derivada
deixava claro que funcbes descontinuas em um ponto ndo seriam ai diferenciaveis, embora
gréaficos descontinuos pudessem determinar uma area bem definida.

Podemos observar algumas similaridades nos trabalhos de Cauchy e Bolzano (1781-1848).
Este ultimo, por volta de 1840, parecia reconhecer que 0s nimeros reais nao sao enumeraveis, ou
seja, que seu “infinito” é diferente daquele dos conjuntos de nimeros naturais e inteiros.

Enquanto Newton, & sua época, preocupava-se com curvas suaves e continuas, que
representavam movimentos e fendbmenos mecénicos, Bolzano, em 1834, apresentava uma funcéo
que era continua, mas que nao era diferenciavel em nenhum ponto do intervalo em que se definia.
Este exemplo, nada “comportado”, passou despercebido até ser redescoberto e difundido por
Weierstrass (1815-1897).

Segundo Boyer (1974), o termo “funcdo” é uma palavra-chave em Analise, e foi
especialmente na clarificacdo deste termo que o processo de aritmetizacdo da Analise surgiu,
tendo Fourier um papel destacado nesse processo.

As diferencas de opinido entre D’Alembert e Euler, na metade do século XVIII, sobre a
solucdo do “problema da corda vibrante”, e a solucdo apresentada por Daniel Bernoulli (que
parecia implicar periodicidade e ser menos geral que a solu¢cdo dada pelos primeiros), foram
eliminadas em 1824, por Fourier (1768-1830), quando esse ultimo mostrou nao ser este o caso.

Para Fourier, qualquer funcéo y = f(x) poderia ser representada por uma série do tipo:

1 oo
y = an + E(an cosnx + by, sennx),
n=1
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e esta conferiria maior generalidade ao tipo de funcdo que poderia ser estudada. A série de
Taylor, por exemplo, exigia funcdes diferencidveis, enquanto que para a representacao de Fourier,
bastaria que as funcdes fossem continuas e diferenciaveis por partes, podendo apresentar, assim,
infinitos pontos de descontinuidade na reta.

Em 1837, Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) propds a seguinte definicdo geral de
funcao, que foi amplamente aceita até meados do século XX:
Se uma variavel y esta relacionada a uma varidvel x de modo que, ao se
atribuir qualquer valor numérico a x, existe uma regra de acordo com a
qual um unico valor de y é determinado, entdo y é dito ser uma fung¢ao da
variavel independente x (SIERPINSKA, 1992, p.46).

Embora esta ultima chegue proximo a nocdo moderna de fungdo, aquela época, os
conceitos de “conjunto” e de “nimero real” ainda ndo haviam sido precisamente estabelecidos.
Mas a “regra” proposta por este matematico poderia ser bastante arbitraria. Dirichlet propds a
seguinte fungao real: f(x) = ¢, para os valores de x irracionais, e f(x) = d # ¢, para os valores
de x racionais, 0 que determinava, ja aquela época, uma fungcéo bastante “mal comportada” e ndo
visualizavel num gréfico (BOYER, 1974).

Foi esse matematico quem forneceu as primeiras provas rigorosas para a convergéncia das
séries de Fourier, para fungdes restritas a certas condi¢cdes.

Segundo Boyer (1974), o ano de 1872 foi crucial para a aritmetizacdo da Analise, com a
investigacdo da natureza das fungbes e da nocdao de numero (faltava, a época, uma definicdo
mais precisa para “numero real”), que se iniciou com a proposta das séries de Fourier.

Bolzano ja apresentara provas puramente aritméticas para seus resultados e a redescoberta
de seu exemplo de fun¢do continua e nao-diferenciavel, por Weierstrass, levou este ultimo a
elaborar o teorema de Bolzano-Weierstrass®. Por outro lado, Riemann havia exibido uma fungéo
f(x) que era descontinua em quase toda parte de um intervalo e cuja integral existia e definia uma
funcdo continua.

Somando-se a estes fatos, em 1844, Liouville exibia uma classe de nimeros reais nao-

»5

L. ‘- . . , 1 .
algébricos: os “numeros de Liouville™ e os nimeros da forma Z;’{;lm. A transcendentalidade de

m, w2, e, e? foi mostrada por essa ocasido, provando-se que estes nimeros ndo sio algébricos.

Em 1872, cinco matematicos, incluindo-se Weierstrass, propuseram uma teoria de niumeros
reais como limites de sequéncias de numeros racionais. Weierstrass viu a necessidade de se dar
uma definicdo de numero irracional que corrigisse o erro légico de Cauchy. Este Gltimo definia todo
limite de sequéncia como numero real e, por outro lado, um numero real como limite de uma
sequéncia (de racionais). Weierstrass tentou adequar a questao, propondo a existéncia de um
limite para a sequéncia convergente e fazendo desse limite o nUmero real correspondente.

Também em 1872, um argumento mais completo para o problema dos numeros reais foi
dado por Dedekind (1831-1916). Este chegou a conclusdo de que a esséncia da continuidade de
um segmento de reta ndo é a ideia vaga de “estar proximo”, mas uma propriedade oposta, em
certo sentido: a natureza da divisdo do segmento em duas partes, por um ponto do segmento
(ideia de “cotas superiores e inferiores”). Com os “cortes de Dedekind™ no sistema de nimeros

* Todo conjunto limitado S, contendo infinitos elementos (pontos ou nimeros) contém no minimo um ponto limite.

® Para maiores detalhes, ver Marchiori (2013).

® Para toda divisdo dos niimeros racionais em duas classes A e B, tais que cada nimero da primeira classe, A, é menor
do que todo nimero da segunda classe, B, existe um s6 numero real produzindo este ‘Schnitt’, ou corte de Dedekind. Se
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racionais, o conjunto dos numeros reais mostrou-se realmente como uma construg¢ao intelectual
humana e pouco intuitiva.

Ainda no ano de 1872, surgiu a definicao precisa de um conjunto infinito, dada por Dedekind
(na condicao de que um de seus subconjuntos préprios esteja em correspondéncia biunivoca com
0 conjunto dado). Também Heine forneceu a definicdo de limites em termos de ¢’s e §’s que
conhecemos hoje, resolvendo o problema de termos ainda imprecisos usados por Cauchy, como:

“valores sucessivos”, “aproximar indefinidamente” e “tdo pequeno quanto se queira”. A partir dai,
os teoremas fundamentais de limites poderiam ser provados rigorosamente.

Georg Cantor (1845-1918) também apresentou contribuicdes sobre a nocédo de “infinito”,
mostrando que os infinitos dos naturais e dos reais ndo eram 0os mesmos.

O matematico italiano, Giuseppe Peano (1858-1932) também deixou contribuicbes a nogao
de numero, que, a nosso ver, podem ter influenciado na elaboracgao final do conceito de fungéo.
Peano tentou desenvolver uma linguagem que deveria conter ndo somente a légica, mas todos os
ramos mais importantes da Matematica. Fez uma escolha feliz para varios simbolos matematicos
que utilizamos ainda hoje €,u,n, . Porém, sua maior contribui¢cdo talvez esteja nos trés conceitos
primitivos que estabeleceu em seus fundamentos de aritmética: o zero, o conceito de numero
(inteiro ndo-negativo) e a relacédo de “ser sucessor de”, 0s quais, junto com seus cinco postulados,
forneceram uma construcéo rigorosa do conjunto dos niumeros naturais.

Em seu Sulla definizione de funzione, Atti dei Lincei, de 1911, Peano propde reduzir o
conceito de fungado ao conceito de relagao univoca (SIERPINSKA, 1992, p.48).

Na primeira metade do século XX, surgem as publicacbes de Bourbaki, que era o
pseuddnimo de um grupo de matematicos do qual participavam André Weil e Jean Dieudonné. E
de Bourbaki a definicao de funcéo, usada atualmente nos meios matematicos e cientificos, e que
foi proposta em 1939: “uma fungé@o € uma tripla ordenada (X,Y, f), em que X e Y sdo conjuntos e
f é um subconjunto de XxY, tal que, se (x,y) € f e (x,y") € f, entdo y = y'” (SIERPINSKA, 1992,
p.30).

Com esta definicdo mais geral — na qual o conceito de funcédo pode ser definido de uma
maneira simbdlica, formal e quase que sem usar palavras da lingua materna — e com a eliminacéo
dos problemas légicos que envolviam a construgao do conjunto dos numeros reais, hoje é possivel
elaborar fungcbes muito mais abrangentes. Por exemplo, aquelas usadas no sentido de
“aplicacdes”, definidas em conjuntos quaisquer, ou em estruturas da Algebra, onde os dominios e
imagens séo “grupos”, “corpos”, “anéis” etc. Dentro da prdpria Andlise, o conceito se estende a
ideia de “funcional”’, quando o seu dominio é um espaco de fung¢des, ou seja, quando temos, a
grosso modo, “funcéo de fungcbes”. As sequéncias, numéricas ou mais gerais, passam agora a ser
vistas como exemplos de fungdes, cujo dominio é o conjunto dos niUmeros naturais.

Com o que foi anteriormente exposto, observamos que os problemas que ocupavam 0s
matematicos, em cada época, exerceram forte influéncia na elaboracéo do conceito de funcéo. Na
Antiguidade, a preocupacéo de Aristdteles era apenas a de descrever mudancgas e relagbes que
ocorriam na natureza de uma maneira qualitativa (CARACA, 1952). Com Newton e Leibniz, houve
uma quebra nesta visdo da ciéncia e os problemas que preocupavam o0s matematicos, até a
época de Cauchy, estiveram relacionados com funcbes bem-comportadas (continuas e
diferenciaveis), com as quais se pretendia resolver aspectos quantitativos a eles relacionados.

A contém um ponto de maximo como elemento, ou B contém um minimo, entdo o corte define um numero racional.
Caso contrario, o corte define um numero irracional (BOYER,1974).
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A necessidade de estender a nocdo de funcdo para além daquelas “expressaveis
analiticamente”, ou visualizaveis com o recurso de um grafico, apareceu na histéria com a
polémica gerada entre Euler, D"Alembert e Bernoulli, sobre o “problema da corda vibrante”. Esta
polémica teve seu desfecho com o estudo das séries de Fourier, que foram aperfeicoados por
Dirichlet, na busca de condi¢ées mais rigorosas para sua convergéncia.

As consequéncias légicas da definicao de Dirichlet e da posterior elucidacdo da questdo da
definicdo dos numeros reais acabaram por gerar exemplos que estao fora do protétipo do que era
originalmente concebido como fungcdo. Hoje, esse conceito ndo se reduz apenas a aspectos
numéricos e quantitativos. Segundo Sierpinska (1992), uma funcdo ndo se concebe nem como lei,
nem como valor, na definicdo atual, mas como a sintese desses dois aspectos, juntamente com
0s conceitos de dominio e contradominio.

3 ALGUMAS REFLEXOES SOBRE O ENSINO DO CONCEITO DE FUNGCAO

A partir dos resultados obtidos com uma de nossas pesquisas com professores do Ensino Médio
(ZUFFI, 1999), vimos que, ao fazerem uso da linguagem matematica para expressar suas proprias
concepcobes sobre o conceito de funcao, esses professores apresentaram visdes diferenciadas
quando se reportavam as definicdes informalmente e quando eram solicitados a fornecer
definicbes formais. Cada uma dessas visbes identificou-se com um momento historico diferente
para o conceito. Maiores detalhes dessa pesquisa podem ser acessados em Zuffi e Pacca (2000).

No caso formal, as definicbes foram elaboradas de maneira a atingir as mais recentes
propostas histéricas, muito préximas as definicbes de funcédo de Dirichlet e Bourbaki, enquanto
que no tratamento informal, ou com exemplos e resolu¢cdes de problemas/exercicios, as ideias
propostas para as fungcbes estavam muito mais proximas da definicao de Euler, dando destaque
para as expressoes analiticas (algébricas) que representavam as fung¢des. Assim, pudemos notar
que os professores do Ensino Médio que foram investigados, a época, faziam uma separacao
bastante dicotémica entre o “tedrico” e o “pratico”, relegando ao primeiro, um papel muito menor.
Em geral, as definicbes formais eram colocadas na introducdo do assunto (fun¢des) e depois
eram abandonadas ao tratarem dos exemplos, exercicios e problemas relativos ao tema (em
geral, nesta ordem), sem que houvesse uma aproximac¢do mais detalhada das ideias que cada
uma delas destacava. Acreditamos que essas praticas ainda persistam para muitos professores,
ao tratarem dessa tematica em sala de aula.

Vimos, também nessa investigacdo, que obstaculos epistemolégicos que ocorriam com
alunos, apontados por Sierpinska (1992), também surgiram com os professores acompanhados. E
comum que estes pensem nas fungdes somente em termos de equacgbes e de elementos
desconhecidos a serem extraidos delas e que as ideias que estas englobam, de conjuntos,
relacdo e variabilidade figuem perdidas, muitas vezes. Outro obstaculo evidenciou-se quando
esses professores mostraram dificuldades em determinar quais eram as variaveis dependentes e
independentes, para alguns casos propostos. Vemos que isso se assemelha ao fato de que as
primeiras aproximacgdes histéricas da ideia de funcdo também nao faziam clara distincdo entre
varidveis dependentes e independentes — estas consagradas ap6s o maior desenvolvimento da
Andlise e da Teoria de Conjuntos — e, ainda, identificavam mais a funcdo com uma expressao
analitica (parte mais completa de uma equacgao, como na definicdo de Euler), do que com uma
relacdo especial entre duas variaveis.

Esses professores também tiveram dificuldades em perceber os papéis nao simétricos dos
conjuntos de dominio e contradominio, talvez devido ao fato de ndo considerarem relevantes as
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definicbes mais atuais e formais para funcdes. Isso ndo seria um problema, se os varios exemplos
fornecidos pelos professores deixassem mais evidentes essas diversas nuangas da definicdo
formal. Mesmo exemplos de relacbes entre variaveis, que ndo se adequam a presente ideia de
funcionalidade, apareceram muito raramente entre os professores observados em suas praticas
de sala de aula.

Com relacéo a nogé@o de numero, os resultados evidenciaram um outro obstaculo: embora a
grande maioria dos casos de funcbes envolvesse o conjunto dos reais, as variagdes de valores,
propostas pelos professores pesquisados em sala de aula e nas entrevistas, ocorriam sempre (e
apenas) dentro de um conjunto reduzido de numeros racionais, ou mais frequentemente ainda, de
um subconjunto pequeno de numeros inteiros. Constatamos que isso ocorria mesmo ap6s 0s
professores fazerem, em classe, 0 estudo do conjunto dos nimeros reais.

Vemos novamente que, do ponto de vista histérico, as constru¢des formais do conjunto dos
nameros reais e da ideia de continuidade da reta real, e consequentemente da proépria
continuidade das fungdes mais usuais, também demoraram para se solidificar. Talvez por esse
motivo persistam, no ensino desse conceito, abreviacbes para os tratamentos em conjuntos
numeéricos finitos e com elementos esparsos (naturais e inteiros), uma vez que os contextos em
que as fungdes sao apresentadas no nivel basico se assemelham aos contextos historicos mais
remotos, de estudos de fungdes bem-comportadas que representavam movimentos simples, no
inicio do periodo moderno. Para os alunos do Ensino Médio, em geral, isso ndo deve se constituir
num grande problema; entretanto, se o professor tiver consciéncia desses fatos histéricos que
envolvem a génese e o desenvolvimento do conceito matematico de funcdo, podera trabalhar
mais adequadamente 0s casos em que nao temos continuidade (por exemplo, em situacdes de
dados estatisticos isolados, em que se traca uma curva de aproximacdo continua para esses
dados, mas nao se pode afirmar que todos os pontos se adequem a essa curva, expressando
uma tendéncia, apenas).

A transposicao didatica (CHEVALLARD, 1991) para o conceito de funcdo nos pareceu
ocorrer de maneira obliqua, de modo que é essencialmente a definicdo formal de Dirichlet,
proposta no final do século XIX e, portanto, mais recente, que chega a sala de aula do Ensino
Médio hoje, quando esses professores se reportam aos seus aspectos mais formais. Ao mesmo
tempo, perderam-se as conceituag¢des histéricas intermediarias, mas algumas dessas (como a de
Euler), ainda que sem o conhecimento do professor, refletem-se nos exemplos apresentados.

As imagens conceituais (VINNER, 1991) — grosso modo, imagens mentais mais imediatas
que os individuos evocam ao ouvirem o nome de um conceito — que identificamos para os
professores investigados, através de um questionario, resumiram-se aos casos presentes no
curriculo do Ensino Médio (fun¢des polinomiais de 1°, 2° e no maximo (em poucos casos) 3°
graus, fungbes trigopnométricas, exponenciais e logaritmicas). Ou seja, suas imagens conceituais
para fungcbées resumiam-se aquelas com expressdes analiticas “bem comportadas” e que, em
geral, ensinavam na primeira série desse ciclo. Os raros casos, que apenas dois dos sete
professores observados exemplificaram com funcbes descontinuas, nas aulas observadas,
ofereceram dificuldades de tratamento por esses professores.

Nossa pesquisa apontou que os entrevistados ndo pareciam estar cientes dessa separagcao
didatica que faziam entre o formal e o pratico. Ao conhecerem alguns dos processos historicos
que evidenciam a génese do conceito de fungdo, como uma constru¢do humana que se altera no
tempo e no espacgo, talvez pudessem trazer a tona uma maior consciéncia de suas préprias
concepcoes a este respeito e também do modo como ensinam sobre esse assunto.
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Diante das consideragcdes anteriormente levantadas, podemos concluir que a formacgao que
temos proporcionado aos professores de Matemética do Ensino Médio, seja ela inicial ou
continuada, e do modo como a efetivamos, ainda ndo os tem conduzido a uma adequada reflexao
sobre 0 uso que fazem da linguagem matematica. Nossa pesquisa trouxe indicios de que essa
linguagem néao é vista por eles nem como uma construcéo histérica e dindmica da Matemética,
como area do conhecimento humano, nem como ferramenta para resolver problemas, da vida
pratica ou de outras ciéncias.

Este passeio pela génese histédrica do conceito de funcdo mostra o quanto sua elaboracao
foi complexa e quantos estudiosos contribuiram para essa génese, em cada periodo, imersos num
ambiente de problemas matematicos que era caracteristico de cada época. Os conhecimentos
historicos podem, entao, colaborar com os professores para uma reflexao mais profunda sobre as
ideias matematicas. Particularmente com relagdo as funcobes, eles podem auxiliar o professor a
refletir sobre suas concepg¢des pessoais do assunto, dentre as diversas formalizagdes
matematicas propostas ao longo dos séculos, e sobre como essas concepc¢des se relacionam a

sua atividade em sala de aula e podem influenciar no aprendizado de seus alunos.

REFERENCIAS

BOYER, C. Histéria da matematica. Tradugéo
Elza F. Gomide. Sdo Paulo: Edgard Blicher;
EDUSP, 1974.

CARACA, B. J. Conceitos fundamentais da
matematica. Lisboa: Gradiva, 1952.

CHEVALLARD, Y. La transposition didactique:
du savoir savant au savoir enseigné. 12e éd.
Grenoble: La Pensée Sauvage, 1991.

ITO, K. (Ed.). Encyclopedic dictionary of
mathematics. 2" ed. Cambridge, Massachusetts:
MIT Press; Mathematical Society of Japan, 1960.

MACHADO, A. C., A aquisicao do conceito de
funcao: perfil de imagens produzidas pelos
alunos. 1998. Dissertacdo (Mestrado) —
Faculdade de Educagéo da UFMG, Belo
Horizonte, 1998.

MARCHIORI, R. M. Numeros transcendentes e
de Liouville. 2013. 36 f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica) — IGCE,
Universidade Estadual Paulista — UNESP, Rio
Claro, 2013. Disponivel em:
<http://www.rc.unesp.br/igce/pos/profmat/arquivos
/dissertacoes/N%C3%BAmeros%20Transcendent

€5%20e%20de%20Liouville.pdf> . Acesso em: 26
abr. 2016.

SIERPINSKA, A. On understanding the notion of
function. In: DUBINSKY, E.; HAREL, G. (Ed.) The
concept of function: aspects of epistemology
and pedagogy. Washington, USA: Mathematical
Association of America, 1992. p. 25-58.

VINNER, S. The role of definitions in the teaching
and learning of mathematics. In: TALL, D. (Ed.).
Advanced mathematical thinking. Dordrecht,
NED: Kluwer, 1991. p. 65-81. (Mathematical
Education Library, 11).

YOUSCHKEVITCH, A. P. The concept of function.
Archive for History of Exact Sciences, vol. 16,
n. 1, p. 37-85. 1976.

ZUFFI, E. M. O tema ‘fung6es’ e a linguagem
matematica de professores do ensino médio:
por uma aprendizagem de significados. 1999. 307
f. Tese (Doutorado em Educacgéo) — Faculdade de
Educacéo, USP, Sao Paulo, 1999.

ZUFFI, E. M.; PACCA, J. L. A. Sobre funcgdes e a
linguagem matematica de professores do ensino
médio. Zetetiké, Campinas, v. 9, n. 13/14, p. 7-
28, jan/dez. 2000.



