ARTIGO

OS TEOREMAS DE PAPPUS PARA 0OS SOLIDOS DE REVOLUCAO: A
DEMONSTRACAO DE JAMES GREGORY

PAPPUS'S THEOREMS FOR REVOLUTION SOLIDS: JAMES GREGORY'S PROOF

RAUTENBERG, Robson Raulino?
PROBST, Roy Wilhelm?

RESUMO

Este artigo apresenta, como resultado de uma pesquisa realizada durante a elaboracdo da dissertacdo de
mestrado, a partir de teoremas encontrados na publicagdo Geometriae Pars Universalis (1668), pela primeira
vez em Portugués, a prova dos teoremas de Pappus para os sélidos de revolugdo.Tal publicagdo, que foi
traduzida para o Inglés por Andrew Leahy em 2009, foi escrita originalmente em Latim pelo mateméatico
escocés James Gregory (1638-1675) e antecede o desenvolvimento do Calculo.
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ABSTRACT

This article presents, as a result of a research carried out during my master’s, from theorems found in the
publication Geometriae Pars Universalis (1668) and for the first time in Portuguese, the proof of Pappus's
theorems for solids of revolution. This publication, which was translated to English by Andrew Leahy in 2009,
was originally written in Latin by Scottish mathematician James Gregory (1638-1675) and predates the
development of Calculus.
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1 INTRODUCAO

No livro VIl da sua obra Colecao, publicada no ano de 320, Pappus de Alexandria escreveu o que
em linguagem atual pode ser interpretado da seguinte forma: A razéo entre os volumes de dois
solidos de revolugao € dada pela razdo obtida por meio da multiplicagcao entre a razao das areas
das figuras que rotacionam em torno dos seus eixos de rotacdo e a razéo entre as distancias dos
seus respectivos centros de gravidade ao eixo de rotacdo. A demonstracao original dessa afirmacgao
conhecida como 12 Relacdo de Pappus, se existe, ndo é conhecida. Alguns séculos depois o
matematico suico Paul Guldin (1577-1643) publica Centrobaryca, com mais de 700 paginas, no qual
tratava principalmente do estudo do centro de gravidade de figuras geométricas. Nesse livro
aparece novamente, porém em uma linguagem um pouco diferente, segundo (HEATH, 1921), a
afirmacao feita por Pappus hd mais de 1200 anos: "Quantitas rotunda in viam rotationis ducta
producit Potestatem Rotundam uno grado altiorem Potestate sive Quantitate Rotata"s. Apesar dos
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SEncontrado em (GULDIN,1635), Livro Il, cap. VIII, Prop. 3. Viena 1641. Uma tradugao direta dessa frase, segundo
(MANCOSU,1996), é a seguinte: A quantidade que é rodada ao longo do caminho de rotagdo produz uma
quantidade de um grau maior do que a quantidade que foi rotacionada. Nesse caso, quantidade pode ser
compreendida como o elemento que foi rotacionado e grau como a sua dimensao. Se, por exemplo, for rotacionada
uma figura plana de dimenséo dois, obteremos um sélido. Nessa mesma obra Guldin apresentou, como corolario,
um método que permitia calcular o volume dos sélidos obtidos.
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teoremas sobre soélidos de revolugcdo serem, de maneira geral, conhecidos como teoremas de
Pappus-Guldin para sélidos de revolugdo, existem ainda algumas controvérsias em relagéo a
autenticidade dos teoremas encontrados na publicacdo Centrobaryca. Isto ocorre, de acordo com
(BULMER-THOMAS, 1984), porque Guldin tivera a oportunidade de ler os trabalhos traduzidos de
Pappus enquanto estudava em Roma, 20 anos antes de publicar a sua obra. Além disso, vale
destacar ainda que na demonstragédo encontrada no Centrobaryca, conforme afirmado por
(BUSSARD,1970) em seu Dicionario da Biografia Cientifica, Guldin apelou inclusive para a
metafisica, deixando espaco para que outros matematicos também trabalhassem nesses teoremas
e os demonstrassem rigorosamente.

Segundo (RAUTENBERG, 2013), entre outros grandes nomes que abordaram esses
teoremas e suas respectivas demonstragdes, se destaca o trabalho do matematico escocés James
Gregory* (1638-1675). De acordo com (EVES, 2008), James Gregory foi professor em St. Andrews
e Edinburgh e em 1668 publicou Geometriae Pars Universalis, com mais de 70 teoremas. A partir
de alguns desses teoremas é possivel demonstrar os teoremas de Pappus. Escrita originalmente
em latim, essa obra de James Gregory vem sendo estudada e traduzida para o inglés pelo professor
Andrew Leahy, do Knox College (LEAHY, 2009), e parte de seu trabalho foi publicado no jornal de
matematica MathDL (The MAA Mathematical Sciences Digital Library) da Associacdo Matematica
da América (MAA).

2 A DEMONSTRACAO DE JAMES GREGORY

Alguns séculos se passaram até que James Gregory revelasse uma demonstracdo bastante
engenhosa da afirmagao encontrada no livro VIl da obra Colecao. Para que possamos compreender
essa demonstracdo € necessaria a introducao de algumas definicbes e notagdes. Primeiramente
considere que sélidos de revolucao podem ser obtidos pela rotacdo de uma regiao de um plano em
torno de uma reta desse plano, chamado eixo de revolugdo ou rotagdo, que toca a fronteira da
regido ou nao intersecta a regiao em nenhum ponto. A figura 1a mostra um invélucro cilindrico
enquanto que na figura 1b é representada uma esfera, obtidos da rotacdo de um retangulo e de um
semicirculo, respectivamente, em torno de um eixo de revolu¢do dado por um segmento CD. Vale
ressaltar ainda que em todo o texto seguinte, sempre que nos referirmos a uma rotacdo de uma
regido ou de uma curva em torno de um eixo de revolugao, essa regido ou curva estara inteiramente
de um lado do eixo considerado.

Considere também que uma superficie de revolugao € formada quando uma curva € girada
ao redor de uma reta que nao intersecta essa curva. A figura 2a mostra uma superficie obtida a
partir da rotacdo de um arco de uma curva em torno do eixo de revolugdo CD. Note ainda que na
figura 2.b € mostrada a superficie lateral de um tronco de cone obtida a partir da rotacdo de um
segmento de reta que nao toca e nado é paralelo ao eixo de revolugao dado pelo segmento CD.

Além disso, considere Q uma figura ou regidao plana, com centro de gravidade A, que é
rotacionada em torno de um eixo CD. Definimos como Raio(A) a distancia de A ao eixo de rotacéo
ou revolucdo. De modo semelhante, podemos considerar ® outra figura plana com centro de
gravidade E que é rotacionada em torno de um eixo GH, cujo raio é dado por Raio(E), conforme
ilustra a figura 3 a seguir.

3 5
4 Entre outros resultados, ¢ creditada a ele a obtencao da série infinita arctg(x) = x — "? + "? — .- utilizada para o
calculo de 7.
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Figura 1a: Invélucro cilindrico Figura 1b: Esfera
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Figura 2a: Superficie de Figura 2b: Superficie lateral do
revolugéo tronco de cone
C G
- -
— | ey i
4 | | \
c i T l. | }'—D
=g & 3
D I D

Fonte: Rautenberg (2013, p. 10) Fonte: Rautenberg (2013, p. 10)

Figura 3: Figuras planas com seus respectivos centros de gravidade

Fonte: Rautenberg (2013, p. 13)

Sejam também Area(Q) e Area(®) as areas das figuras planas Q e @, assim como Rev(Q) e
Rev(®) os volumes dos solidos obtidos pela rotagao ou revolucéo de Q e ® em torno dos eixos CD
e GH, respectivamente. Desse modo, a primeira relagcdo mencionada por Pappus pode ser escrita
como:

Rev(Q) _ Area(Q) Raio(A) )
Rev(®) Area(®) Raio(E)
de onde obtemos, multiplicando por z—z o0 membro direito da igualdade, a seguinte proporgéo:
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Rev(Q) _ Area(Q) 2mRaio(A)
Rev(®)  Area(®) 2mRaio(E)

ou ainda

Rev(Q) _ Area(Q) Circ(A)
Rev(®)  Area(®) Circ(E)

()

Aqui, Circ(A) e Circ(E) representam o perimetro da circunferéncia descrita pelo Raio(A) e Raio(E),
respectivamente.

2.1 Tronco

Até agora apenas colocamos em linguagem atual a afirmacao feita por Pappus. Para que possamos
continuar € necessario introduzir o conceito de tronco, investigado por James Gregory. Dada uma
figura plana, podemos obter a partir dela duas figuras tridimensionais; a primeira delas um cilindro
reto ou obliquo e a outra, um sélido de revolugdo. No nosso caso utilizaremos um cilindro circular
reto e um toro, obtidos de um circulo Q.

Definimos tronco de cilindro como uma por¢ao do cilindro compreendida entre a base e uma secéo
nao paralela a essa base. De acordo com Gregory podemos obter um tronco a partir de um cilindro
reto, conforme a figura 4.

Figura 4: Tronco obtido a partir da figura plana
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Fonte: Rautenberg (2013, p. 14)

A ilustracdo mostra que o tronco foi obtido do cilindro reto original, que foi cortado por um
plano que passa pelo eixo de rotacéo e intersecta o plano da base superior do cilindro segundo a
reta r. Além disso, a partir de r é baixado um plano perpendicular ao plano superior, determinando
uma reta t no plano que contém a base do cilindro. Nessa etapa define-se também que a distancia
entre a reta t e o eixo de rotacdo, dado pelo segmento CD, sera o raio de rotagéo da figura plana.
Note que a partir do momento em que foi fixado um tronco, entre os varios possiveis, o raio de
rotacdo também é fixado.

Grande parte do trabalho da prova do teorema esta em estabelecer uma relacédo entre o
volume do tronco e o volume do cilindro, assim como uma relagdo entre o volume do tronco e o
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volume do solido de revolug&o. A figura 5 mostra um tronco de cilindro e um sélido de revolucéo,
obtidos a partir de uma figura plana circular Q.

Figura 5: Tronco e soélido de revolugéo

Fonte: Rautenberg (2013, p. 15)

2.2 Relacao entre volumes: tronco e sélido de revolucao

Para entender essa relagéo, Gregory utiliza o Principio de Cavalieri: Se dois sélidos séo tais que
todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado determina nos sélidos sec¢des cuja razéo
entre suas areas é constante, entdo a razao entre os volumes desses sélidos é a mesma constante.
Desta forma, a partir do momento em que se consiga estabelecer uma razao fixa entre as areas
das secg¢bes do tronco e do sélido de revolugéo, teremos, pelo Principio de Cavalieri, que a razéo
entre os volumes desses sélidos sera igual a essa razao fixa.

Figura 6: Sec¢éo do tronco

0

Fonte: Rautenberg (2013, p. 16)

Para obter essa razéo constante foi utilizado um processo relativamente simples, usando o
tronco mostrado na figura 4, que é intersectado por um plano 8 qualquer, perpendicular ao eixo de
rotacdo, conforme mostra a figura 6. Considerando os pontos de interseccéo O, P e V, entre os
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planos e ainda F, G, H e E os pontos de interseccdo do plano com o tronco, podemos utilizar
semelhanca entre os triangulos OPV e HEV para obtermos:

OP _ HE 3)
PV EV
Assim como a semelhanca entre os triangulos OPV e GFV resulta em:
OP GF
VTRV )
Sendo que OP representa a altura do cilindro reto e PV o raio de rotagdo, multiplicando ambos
0s membros da equacéo (4) por ﬁ , € depois o0 numerador e 0 denominador do membro direito por
%FV, obteremos:
1 1 .
OP GF OP GF FV OP SGEFV.— Area(GFV)

= = = = = == 5)
2mPV 2mFV 2mPV 2mFV EFV 2mPV mFV?2 Area(FV)

sendo que, no Ultimo membro, o numerador representa a area do triangulo GFV e o denominador
representa a area do circulo de raio FV. Do mesmo modo podemos obter da equacgéao (3) que:

OP _ Area(HEV)

2PV~ Area(EV) (6)
Das propriedades das propor¢cdes temos que se % = ge % = % ,comc>e e d>f,
entao:

a c—e

b dof (7)
Dessa forma, podemos usar (7) em (5) e (6) e obter

OP _ Area(GFV)- Area(HEV) _ Area(GHEF) 8
2mPV ~ Area(FV)-Area(EV)  Area(Anel(FV-EV)) (8)

Note que, na equacgéo (8), o numerador do lado direito representa a area de uma sec¢éao
qualquer do tronco, enquanto que o denominador representa a area de um anel circular proveniente
de uma secc¢éao do sélido de revolugao obtido pela rotagao do circulo em torno do eixo de rotagao,
conforme mostra a figura 7 a seguir.

~ OP , .. . .~ ~ (0)3 P
Como arazao oy € fixa, independentemente da posicéo do plano B, a razao dada por s também
sera e, portanto, pelo Principio de Cavalieri, temos que a raz@o entre os volumes dos sélidos sera
igual a essa razgo. Portanto, teremos que

Tronc(Q2) _ OP
Rev(Q)  2mPV

9)

Na igualdade (9), Tronc(Q) representa o volume do tronco gerado a partir do circulo Q e
Rev(Q) representa o volume do sélido gerado pela rotacdo desse mesmo circulo em torno do seu
eixo de rotacdo. Além disso, temos que OP representa a altura do cilindro de base Q, ou seja, OP =
Alt(Q)) e PV é o raio de rotacao de Q, dessa forma 2nPV = Circ(f2). Logo, podemos escrever que

Tronc(Q) _ Alt(Q)
Rev(Q) - Circ(Q)

(10)
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Figura 7: Area das seccoes
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Fonte: Rautenberg (2013, p. 17)

Essa igualdade (10) é a relagao procurada entre o volume do tronco e o volume do sélido de
revolugao obtidos a partir de uma figura plana, no nosso caso um circulo Q.

A partir dessa igualdade podemos obter uma relagdo entre os volumes de dois sélidos de
revolugdo. Suponha que Q e ® sdo duas figuras planas, como mostra a figura 3, com seus
respectivos eixos e raios de rotacdo, das quais sédo obtidos dois cilindros retos de mesma altura.

Utilizando a relagao encontrada em (10) podemos escrever que

Tronc(Q) _ Alt(Q) Tronc(®) _ Alt(P)
Rev(Q)  Circ()’ Rev(®)  Circ(P)

(11)
Como, por hip6tese, temos que Alt(QQ) = Alt(®), combinando as duas proporg¢des
encontradas em (11), obtemos

Rev(Q) _ Tronc(Q) Circ(Q)
Rev(®d) - Tronc(®) Circ(P)

(12)

De onde percebemos que a razao entre os volumes dos solidos de revolugao pode ser escrita
apenas em funcéo dos volumes de troncos e de raios de rotacao.

2.3 Relacao entre volumes: tronco e cilindro

James Gregory inicia o estudo dessa relagao investigando a respeito da localizagéo do centro de
gravidade de um tronco. Da Fisica, centro de gravidade € definido como um ponto onde toda a forca
da gravidade que atua sobre um corpo pode ser concentrada, ou seja, 0 corpo se comporta como
se simplesmente toda a sua massa estivesse concentrada nele.

Nesse estudo Gregory considera os seguintes axiomas: 1) o centro de gravidade de um
segmento é seu ponto médio; 2) se uma figura possui um eixo de simetria, entdo o seu centro de
gravidade pertence a esse eixo. Como consequéncia, se uma figura plana homogénea® possui um
centro geométrico (interseccdo de dois eixos de simetria), entdo esse ponto é seu centro de
gravidade. De modo equivalente, define-se que o centro geométrico de um sélido homogéneo
coincide com o seu centro de gravidade.

5 Neste artigo, o conceito de homogeneidade esta relacionado a razéo entre a massa e o volume de um corpo. Se
esta razéo for constante em cada uma de suas partes, entéo ele ser4 homogéneo.
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Na sequéncia sao tomados cilindros retos construidos a partir de figuras planas, no nosso
caso um circulo, que é simétrico em torno de um eixo perpendicular ao eixo de rotacdo da figura,
mostrado na figura 8.

Figura 8: Figura plana simétrica

Fonte: Rautenberg (2013, p. 18)

Essa restricao de simetria € muito util tendo em vista que, de acordo com os axiomas
apresentados, se uma figura € simétrica, entdo o seu centro de gravidade estara sobre esse eixo
de simetria. Além disso, se A é o centro de gravidade da figura plana () e se B é o centro de gravidade
da base superior do cilindro reto obtido a partir de Q, entdo o centro de gravidade de todo o cilindro
encontra-se no ponto médio X do segmento AB.

Figura 9: Cilindro e seu eixo de simetria

Fonte: Rautenberg (2013, p. 19)

Considere agora o caso em que o plano FQSI passa pelo eixo de simetria e é perpendicular
ao eixo de rotacéo, conforme mostra a figura 9, onde FI = QS representam a altura do cilindro, cuja
base € dada pela figura plana Q. Além disso, H e R sdo os pontos médios de FI e QS,
respectivamente. Dessa forma, o centro de gravidade X deve estar na intersec¢cao dos segmentos
AB e RH. Utilizaremos essas informagdes para determinar o centro de gravidade do tronco.
Considere, para tanto, o tronco visto na figura 4 e também o plano FQSI da figura 9, mostrados agora
na figura 10.
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Figura 10: Plano FQSI
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Fonte: Rautenberg (2013, p. 19)

Como o plano FQSI passa perpendicularmente pelo eixo de simetria da figura plana e
consequentemente pelo eixo do cilindro reto obtido de Q, temos que FQSI também sera o plano de
simetria dos troncos superior e inferior. Consequentemente, 0s seus centros de gravidade também
deverao pertencer ao plano FQSI. Considere agora um plano perpendicular ao plano FQSI que
intersecta o tronco inferior formando o retangulo KLMN, mostrado na figura 11, onde M e N sao os
vértices opostos a L e K, respectivamente.

Figura 11: Seccéo retangular KLMN

F

Fonte: Rautenberg (2013, p. 20)

Seja ainda UT o segmento pertencente a intersec¢ao do plano FQSI com o plano que contém
o retdngulo KLMN. Como esses planos sao perpendiculares e, além disso, o plano FQSI passa pelo
eixo de simetria da figura plana (1, temos que o segmento UT é o eixo de simetria do retangulo
KLMN. Desse modo, o centro de gravidade desse retangulo pertence ao segmento UT. De acordo
com os axiomas vistos no inicio dessa sec¢do temos que se uma figura é simétrica, entdo o seu
centro de gravidade pertence ao seu eixo de simetria, porém qualquer retangulo possui dois eixos
de simetria, o que implica que o seu centro de gravidade estara localizado na intersec¢do desses
eixos, no caso do retangulo KLMN sera no ponto médio de UT.

Mostraremos agora que o centro de gravidade de KLMN pertence ao segmento HS.
Primeiramente note que HS e UT pertencem ao mesmo plano FQSI e que HS n UT = D, conforme
mostra a figura 12.
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Figura 12: Tridngulo FIS
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Da semelhanca entre os triangulos FIS e UTS e entre os tridngulos HIS e DTS, e sabendo que
HI = % FI, obtemos que DT = % UT. Portanto, D € HS é a intersec¢do entre os eixos de simetria
do retangulo KLMN, ou seja, € 0 seu centro de gravidade. Note que todo plano paralelo ao plano
que contém o retangulo KLMN produzira no tronco secgdes retangulares, cujo centro de gravidade
estara no segmento HS. Portanto, o centro de gravidade Y do tronco inferior do cilindro reto, obtido
a partir de Q, pertencera ao segmento HS. A figura 13 mostra algumas das sec¢des retangulares
obtidas. De modo equivalente mostra-se que o centro de gravidade Z, do tronco superior, pertence
ao segmento FR.

Figura 13: Seccoes retangulares

Fonte: Rautenberg (2013, p. 21)

Pelo Principio de Arquimedes, conhecido como Lei da Alavanca, temos que: Se duas massas
m1 € mz sdo ligadas por uma haste de peso desprezivel em lados opostos de um ponto de apoio a
uma distancia d1 e d2 a partir desse ponto, entdo a haste ficard equilibrada se
m1d1l = m2d2. Portanto, considerando um cilindro de densidade constante p, 0 seu volume pode
ser representado por sua massa, a menos de uma constante p. Desse modo, se considerarmos que
toda a massa do tronco superior esta concentrada em Z e que toda a massa do tronco inferior esta
concentrada em Y, o centro de gravidade dessas duas massas deve estar em algum ponto do
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segmento YZ. Porém, a massa dos dois troncos somadas resulta na massa do cilindro, que por sua
vez tem centro de gravidade em X.

Dessa forma X, Y e Z pertencem ao mesmo plano FQSI e estdo alinhados, conforme mostra a
figura 14.

Figura 14: Centros de gravidade
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Fonte: Rautenberg (2013, p. 21)
Do Principio de Arquimedes podemos escrever que

Vol(Sup(Q)) __ XY

Vol(Sup(Q)). XZ = Vol(Inf(Q)). XY = 7= i) = Xz

(13)

Em (13), temos que Vol(Sup(Q)) representa o volume do tronco superior do cilindro obtido a
partir de Q enquanto que Vol(Inf(Q)) representa o volume do tronco inferior. Além disso, da figura
14 temos que FQ,HR e IS sdo paralelos e os tridngulos HYX e RZX s@o semelhantes, de onde
obtemos

IA-_HX XY _ Vol(Sup(£))

AS  XR XZ  Vol(Inf(Q)) (14)

Agora, usando o fato de que IS = 1A + AS, de (14), podemos escrever que

Vol(Sup(Q))+Vol(Inf(Q)) _ Vol(Cil(Q))

IS _ IA+AS _ 1A 11 = Vol(Sup(Q))
- Vol(Inf(Q)) " Tronc(Q)

AS~  AS  AS Vol(Inf(Q))

+1=

Dessa forma obtemos

Is _ Vol(Cil())

AS Tronc(Q) (15)

Podemos ainda multiplicar o numerador e o denominador por 2m do lado esquerdo da
igualdade (15) e obter

2mIS _ Vol(Cil(Q)) _ Circ(A) _ Tronc(Q)
2mAS ~ Tronc(Q) Circ(Q) ~ Vol(Cil(Q))

(16)

Onde Vol(Cil(Q)) representa o volume de todo o cilindro reto obtido a partir do circulo Q e
ainda 2mIS = Circ(Q), ja que IS € igual ao raio de rotacao de Q.

Do mesmo modo, a partir de uma figura plana simétrica @ de centro de gravidade E, podemos
obter
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Tronc(®) _ Circ(E)
Vol(Cil(®)) ~ Circ(®)

(17)

2.4 A 1? Relacao de Pappus
Do que ja vimos na igualdade (12), temos que se Q e ® sao figuras planas com centros de gravidade
A e E, respectivamente, das quais sdo obtidos cilindros retos de mesma altura, entao
Rev(Q) _ Tronc(Q) Circ(Q)
Rev(®d) - Tronc(®) Circ(P)

(18)

Vol(Cil(Q)) Vol(Cil(®))
Vol(Cil(Q)) Vol(Cil(®))

Agora, multiplicando a igualdade (18) por = 1 e usando (16), assim

como (17), obteremos

Rev(Q) _ Tronc(Q) Circ(Q)
Rev(®P) - Tronc(®) Circ(P)

Tronc(Q) Vol(Cil(Q)) Vol(Cil(®)) Circ()
~ Vol(Cil(Q)) Vol(Cil(®)) Tronc(®) Circ(d)

Circ(A) Vol(Cil(Q)) Circ(®) Circ()
Circ(Q) Vol(Cil(®)) Circ(E) Circ(P)

Circ(A) Vol(Cil(Q))
Circ(E) Vol(Cil(®))

__ Circ(A) Area(Q)
"~ Circ(E) Area(®) (19)

Porém, esse resultado sé foi obtido sob a hipdtese de que Q e ® séo simétricas em torno de um
eixo perpendicular ao eixo de rotacdo. Mas essa restricdo pode ser removida; se  nao € simétrica
podemos refleti-la em torno de um eixo de simetria perpendicular ao eixo de rotacédo, conforme a
figura 15.

Figura 15: Duplica¢do de Q

Q E (O

Fonte: Rautenberg (2013, p. 23)

Note que da duplicacdo de Q obtemos a figura ¥ e que, de acordo com o Principio de
Arquimedes, o centro de gravidade H, dessa nova figura, sera o ponto médio do segmento que une
os centros de gravidade de Q e de sua cdpia. Como o eixo de simetria é perpendicular ao eixo de
rotacdo, temos que os centros de gravidades de Q) e de sua cdpia estdo a mesma distancia do eixo
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de rotagao, ou seja, o segmento que une os centros de gravidade é paralelo ao eixo de rotagao e,
portanto, obteremos a seguinte igualdade: Circ(A) = Circ(H). Além disso, Area(¥) = 2Area((Q),
da mesma maneira obtemos Rev(¥) = 2Rev(Q). De modo equivalente, podemos construir outra
figura simétrica I', de centro de gravidade ], a partir da duplicacdo de ®. Portanto, usando a relagao
(19) em ¥ e T, obtemos

2Rev(Q) _ Rev(¥) _ Area(W) Circ(H) _ 2Area(Q) Circ(A)
2Rev(®)  Rev(l)  Area(l) Circ(J)  2Area(®) Circ(E)

Logo

Rev(Q) _ Area(Q) Circ(A) _ Area(Q) Raio(A)
Rev(®)  Area(®) Circ(E)  Area(®) Raio(E)

(20)

Portanto, dessa forma, fica demonstrada a 12 Relacao de Pappus: a razao entre os volumes
de dois sélidos de revolucao é dada pela razao obtida por meio da multiplicacao entre a razao das
areas das figuras que rotacionam em torno dos seus eixos de rotacéo e a razao entre as distancias
dos seus respectivos centros de gravidade ao eixo de rotacaod.

A partir da 12 Relacao de Pappus sera obtida uma formula, enunciada como um teorema, que
relaciona diretamente o volume de um sélido de revolucgao, o centro de gravidade e a area da figura
que foi rotacionada para obté-lo. Para tanto, James Gregory aplica a relagao (20) em duas figuras,
sendo uma delas de dimensdes conhecidas, conforme a figura 16.

Figura16: Figura plana Q e o retangulo de vértices HIJK

J I

A.__,,___ W.——
Q2

K H

Fonte: Rautenberg (2013, p. 24)
Do lado direito da figura 16 temos um retangulo de Area = HK.HI, cujo centro de gravidade
W esta a uma distancia %do eixo de rotacdo. Além disso, o sélido de revolucéo tera o volume de
um cilindro de altura HI e raio da base igual a HK.
Usando a 12 Relagdo de Pappus podemos escrever:

Rev(Q) _ Area(Q) Circ(A)
HLHK2m ~ HKHI 2mHE

Portanto,

Rev(Q) = Area(Q)Circ(A)

Dessa forma, demonstramos o0 seguinte teorema: Teorema 1) Se uma figura plana é
rotacionada em torno de um eixo que nao a intersecta, entdo o volume do sélido de revolucéo

6 Essa relacédo é mencionada na obra Pappi Alexandrini Collectio - v.3, encontrada em (HULTSCH, 1878).
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gerado é dado pelo produto entre a area da figura rotacionada e o comprimento da circunferéncia
cujo raio € a distancia entre o centro de gravidade dessa figura e o eixo de rotacgéao.

2.5 Relacao entre superficies: tronco e sélido de revolucao

Embora néo seja encontrada em Leahy (2009), utilizando argumentos semelhantes aos anteriores,
obtemos diretamente do trabalho de Gregory que a razao entre as areas das superficies de dois
soOlidos de revolugado € dada pela razao obtida por meio da multiplicacdo entre a razao dos
perimetros das figuras que rotacionam em torno dos seus eixos de rotacdo e a razdo entre as
distancias dos seus respectivos centros de gravidade ao eixo de rotacdo. Esta é a 22 Relagao de
Pappus.

Aqui novamente s&o investigadas as relacdes entre o tronco e o sélido de revolucédo, obtidos
a partir de uma figura circular plana € e suas respectivas superficies. Considere, ainda, nas relacées
seguintes, que quando nos referirmos a superficie do tronco, ndo sao consideradas as areas da
base nem da secc¢ao obliqua superior do tronco. Na sequéncia, considere na figura 17 a semelhanca
entre os triangulos OPV e HEV.

Figura 17: Seccéo do tronco

8]

Fonte: Rautenberg (2013, p. 19)
A partir dessa figura 17 podemos escrever que

OP HE oP HE
—=— —=— (21)
PV EV 2PV 2TEV

Dessa forma, fica claro que a razéo entre uma aresta qualquer do tronco inferior do cilindro
reto e uma das circunferéncias que compdem a superficie do soélido de revolugao, obtido da rotacédo

. ~ . . ~ oP ., ..
de Q em torno do eixo de rotacado, é constante. Note ainda que essa razéo v © fixa para qualquer

plano paralelo ao plano que contém OPV. Além disso, podemos escrever, de acordo com
(LIMA et al., 2006), que a superficie do tronco inferior sera composta pela unidao de todos os
segmentos obtidos da interseccédo da superficie do tronco com os planos paralelos mencionados.
Do mesmo modo, a superficie do sélido de revolugdo sera composta pela unido de todas as
circunferéncias provenientes da interseccdo do sélido de revolugdo com os mesmos planos
paralelos ao plano que contém OPV.

Aqui usaremos novamente as propriedades das propor¢des que afirmam que, se

=2 (22)

a a
b d+f

—C —

b , entéo

[ K¢

a
b
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(0)3

Como todas as razdes obtidas conforme (21) serao fixas e iguais a p——

, podemos usar (22)
para adiciona-las e iguala-las a essa razao fixa, de onde obtemos

OP _ Super(Inf(Q))
2PV Super(Rev(Q))

Note ainda que OP representa a altura do cilindro reto obtido de Q, ou seja, OP = Alt(Q),
assim como 2mPV representa a circunferéncia, cujo raio € o raio de rotacdo de Q, logo
2PV = Circ(Q). Portanto

Super(Inf(Q)) _ Alt(Q)
Super(Rev(Q))  Circ(Q)

(23)

Aqui Super(Inf(Q)) representa a superficie do tronco inferior, ou seja, a soma de todas as
arestas obtidas das intersec¢des do tronco com os planos paralelos ao plano que contém OPV,
enquanto que Super(Rev((2)) representa a superficie do solido de revolugéo, resultante da soma de
todas as circunferéncias obtidas de forma equivalente.

Agora iremos estabelecer uma relagdo entre as superficies de dois solidos de revolugao.
Suponha que Q e ® sao duas figuras planas, das quais sédo obtidos dois cilindros retos de mesma
altura. Da relagao (23) podemos escrever

Alt(Q) _ Super(Inf(Q)) Alt(®) _ Super(Inf(®))
Circ(Q) ~ Super(Rev(Q)) © Circ(®)  Super(Rev(®))

(24)

Comao, por hipétese Alt(Q2) = Alt(dP), combinando essas duas igualdades de (24) obtemos

Super(Rev(Q)) _ Super(Inf(Q)) Circ(Q)
Super(Rev(®))  Super(Inf(®)) Circ(®)

(25)

2.6 Relacao entre superficies: tronco e cilindro

Para encontrarmos essa relagdo usaremos novamente as estruturas utilizadas quando
investigamos a relacdo entre os volumes de um tronco e de um sélido de revolugdo, com uma
excecao, agora A e B representam os centros de gravidade dos perimetros das bases opostas dos
cilindros obtidos a partir de . Da mesma forma como foi feito anteriormente, X representara o centro
de gravidade de toda a superficie do cilindro, assim como Y e Z representam, respectivamente, o0s
centros de gravidade das superficies do tronco inferior e superior. De modo semelhante aqueles ja
indicados, mostra-se que os centros de gravidade Y e Z pertencem aos segmentos HS e FR,
respectivamente.

Novamente utilizando o Principio de Arquimedes, supondo que toda massa resultante da
superficie dos troncos superior e inferior estejam localizadas em Y e Z, podemos obter a seguinte
igualdade: Super(Sup()).XZ = Super(Inf(Q)).XY, ou ainda

Super(Sup(Q)) XY
Super(Inf(Q)) ~ XZ
Aqui Super(Sup()) representa a superficie do tronco superior do cilindro, enquanto que
Super(Inf(Q)) representa a superficie do tronco inferior.

Agora, da figura 14, podemos usar a semelhanca entre os tridngulos HYX e RZX e o fato de
que FQ, HR e IS s&o paralelos, para obter
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IA°__HX XY _ Super(Sup(Q))

AS XR XZ  Super(Inf(Q)) (26)

Além disso, de (26) podemos escrever que

IS _ 1A __ Super(Sup(Q)) 1] = Super(Sup(Q))+Super(Inf(Q)) _ Super(Cil(Q))
AS ~ AS ~ Super(Inf(Q)) o Super(Inf(Q)) " Super(Inf(Q))
Portanto,

Super(Cil(Q)) Is

Super(Inf(Q)) "~ AS (27)

Na igualdade (27), Super(Cil(Q2)) representa a superficie de todo o cilindro, e multiplicando o
numerador e o denominador do lado direito dessa ultima igualdade por 2m, obtemos

2mIS __ Super(Cil(Q)) N Super(Inf(Q)) _ Circ(A)
2mAS  Super(Inf(Q))  Super(Cil(Q)) = Circ(Q)

(28)

Note que na equacgao (28) temos que 2nIS = Circ() pois IS foi definido como raio de rotacao
de Q, assim como 2nmAS = Circ(A). Além disso, a partir de uma figura simétrica ® de centro de
gravidade E, podemos de maneira equivalente escrever que

Super(Inf(®)) _ Circ(E)
Super(Cil(®)) ~ Circ(®)

(29)

2.7 A 22 Relacao de Pappus

Super(Cil(Q)) Super(Cil(®))

Agora podemos multiplicar a equagao (25) por Super(Cil(e)) Super(Cil(®))

(28) e (29) para obter

=1 e usar as igualdades

Super(Rev(Q)) _ Super(Inf(Q)) Circ(Q)
Super(Rev(®))  Super(Inf(®)) Circ(®)

__ Super(Inf(Q)) Super(Cil(Q)) Super(Cil(®))  Circ(Q)
o Super(Cil(Q))  Circ(®)  Super(Inf(®)) Super(Cil(P)
Circ(A) Super(Cil())
Circ(E) Super(Cil(®))
Circ(A) Per(Q)

- Circ(E) Per(®) (30)

Aqui Per(Q) representa o perimetro da base do cilindro Q enquanto que Per(®) representa o
perimetro da base do cilindro @ e na ultima passagem levou-se em conta o fato de que se dois
cilindros retos tém a mesma altura, entdo a razao entre as suas superficies é igual a razao entre o0s
perimetros de suas bases. Porém, como visto na secao anterior, esse resultado so foi obtido a partir
da hipbtese de que Q e ® sdo simétricas em torno de um eixo perpendicular ao eixo de rotagcao.
Essa restricdo pode ser removida do mesmo modo que antes e, dessa forma, obtemos

Super(Rev(Q)) _ Per(Q) Circ(A) _ Per(Q) Raio(A)
Super(Rev(®))  Per(®) Circ(E)  Per(®) Raio(E)

(31)

Portanto, demonstramos a 22 Relagao de Pappus: a razéo entre as areas das superficies de
dois soélidos de revolugcéao € dada pela razéo obtida por meio da multiplicacéo entre a razdo dos
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perimetros das figuras que rotacionam em torno dos seus eixos de rotacdo e a razéo entre as
distancias dos seus respectivos centros de gravidade ao eixo de rotagao.”

A partir da 22 Relagcao de Pappus € possivel estabelecer uma férmula, que sera enunciada
como um teorema, que relaciona diretamente a superficie de um sélido de revolugéo, o perimetro e
0 centro de gravidade da figura da qual foi obtido o sélido. Para tanto, considere o perimetro do

retangulo HIJK, de altura H, com centro de gravidade W que dista % do eixo de rotacao, visto na
secao anterior, e o perimetro de uma outra figura Q, de centro de gravidade A qualquer, mostrados
na figura 18.

Figura 18: Perimetros da figura plana Q e do retangulo de vértices HIJK

- We

2

Fonte: Rautenberg (2013, p. 29)

Sabemos que a superficie do sélido obtido da rotagdo de HIJK é a soma da area lateral com
as areas das bases, ou seja, 2m. HK. HI somado a 2m. (HK)? e, além disso, o perimetro do retadngulo
HIJK é dado por 2HK + 2HI. Agora podemos utilizar a 22 Relagéo de Pappus entre as figuras Q e
HIJK, mostradas na figura 18. Dessa forma podemos estabelecer a seguinte igualdade:

Super(Rev(Q)) _ Per(Q) Circ(A)
2nHKHI+2m(HK)2 ~ 2HK+2HI 2mBK

Portanto, Super(Rev(Q)) = Per(Q)Circ(A).

Dessa forma, demonstramos o seguinte teorema: Teorema 2) Se uma figura plana é
rotacionada em torno de um eixo que nao a intersecta, entédo a area da superficie gerada € dada
pelo produto entre o perimetro da figura rotacionada e o comprimento da circunferéncia cujo raio é
a distancia entre o centro de gravidade desse perimetro e o eixo de rotagao.

3 APLICACOES

Mostraremos agora exemplos relacionados aos teoremas de Pappus. No primeiro deles obteremos
a formula do volume do cone a partir da rotacdo de uma regido triangular em torno de um eixo de
revolucdo que contém um dos seus lados. Na sequéncia utilizaremos um dos teoremas no sentido
inverso, ou seja, para determinar o centro de gravidade de um arco de uma curva do plano.

7 Essa relacdo também aparece na obra Pappi Alexandrini Collectio - v.3, encontrada em (HULTSCH, 1878).
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Exemplo 1) Determinar o volume do cone obtido pela rotagéo da regiao R limitada pela funcao
fx) =— %X +Db,coma > 0,b > Oepelasretasx = 0ey = 0emtorno do eixo y, conforme mostra

a figura 19.
Figura 19: Cone de revolucao
Y A Y
b
y=JtJ
R
] G\ ; x

Fonte: Rautenberg (2013, p. 44)

Solucao: De acordo com o 1° teorema de Pappus, temos que esse volume procurado é dado pela
expressdo Rev(Q) = Area(Q)Circ(A), ou ainda V = 2mdA, onde d é a distancia entre o centro de
gravidade e o eixo y, e A representa a area da regido R que sera rotacionada. Lembrando que o
centro de gravidade de um tridngulo € dado pelo ponto de encontro das suas medianas, e utilizando

o conceito de semelhanca entre triangulos, obtemos d = g . Além disso, temos que a area desse
A . b
triangulo é dada por A = =>.

Dessa forma, temos:

V =2mdA = 2m () (_b) _ ma’h

3 2 3

Exemplo 2) Encontre o centro de gravidade do arco da funcdo dada por y = Vr? —x2 , com
0 < x <r, que € mostrado na figura 20.

Figura 20: Arco da fungédo y = Vr? — x2

yﬂ

Fonte: Rautenberg (2013, p. 50)
Solugdo: Utilizaremos o 2¢ teorema de Pappus, dado por Super(Rev(Q))) = Per(Q)Circ(A), ou
ainda, A = 2ndL, para determinar o centro de gravidade desse arco. Primeiramente note que o
perimetro L desse arco é igual a ? e, além disso, quando o rotacionamos geramos uma superficie

correspondente a metade da area de uma esfera, ou seja, de area A = 2nr?. Portanto, podemos
escrever
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A = 2mdL = 2mr? =21wl(§):>d:E

TT
Quando rotacionamos esse mesmo arco em torno do eixo x encontramos uma superficie de
, P 2r . A . 2r
mesma area e, portanto, também encontraremos d = —. Como essas distancias d = — encontradas
séo consideradas a partir do centro de gravidade aos eixos x e y, temos que o centro de gravidade
) 2r 2r
desse arco sera dado por ( )

—,—
m T

4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo tratamos dos teoremas de Pappus relativos aos soélidos de revolugdo. Utilizando
apenas conceitos de geometria, de centro de gravidade, além dos Principios de Arquimedes e
Cavalieri, foi possivel apresentar as demonstracées desses importantes teoremas, ainda inéditas
em portugués. Essas demonstracées foram obtidas a partir dos trabalhos de James Gregory,
publicados no artigo do professor Andrew Leahy. Todas as construgcbes dessas demonstracdes
merecem, no Minimo, a nossa atengao ja que provam resultados importantes, utilizando conceitos
anteriores ao desenvolvimento do Calculo.

Relativamente extensas, € plenamente compreensivel que as demonstracées em questéo néo
aparecam em livros de Calculo e, tampouco, em livros que tratam da Historia da Matematica de
maneira mais ampla. Dai seguiu-se a estrutura desse artigo, ou seja, apresentamos a demonstracéo
desses teoremas de modo a preencher essa eventual lacuna existente entre simples citacbes
historicas desse tema e demonstragcdes que envolvem apenas elementos de Calculo, tornando
pratico o acesso a todos que tenham interesse em conhecer esses teoremas.

Verificamos ainda, através de exemplos de aplicacéo, que os teoremas de Pappus também
podem ser utilizados no sentido inverso, ou seja, para encontrar o centro de gravidade de figuras
planas, quando conhecemos de antem&o o volume ou a area da superficie do sélido gerado pela
rotacdo, assim como as dimensdes da figura que foi rotacionada. Além disso, alguns dos conceitos
vistos podem ser aplicados em sala durante aulas de geometria espacial. Férmulas de &reas de
superficies e volumes de sélidos de revolugao, por exemplo, podem ser obtidas de forma alternativa
a partir dos teoremas de Pappus.
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