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Resumo

O desenvolvimento do pensamento combinatorio na educacdo basica € o tema central deste
estudo, que consiste em uma andlise documental da BNCC (2018), além de uma pesquisa
bibliografica em torno do assunto. Nos debrucamos especialmente sobre as habilidades a
serem desenvolvidas em cada ano letivo, mapeando esse percurso e estabelecendo conexdes
explicitas e implicitas com o pensamento combinatdrio ali percebidas, num movimento
constante entre essas conexoes ao longo da educagdo escolar. A analise nos permitiu organizar
figuras ilustrativas dos percursos do desenvolvimento do pensamento combinatorio ao longo
dos anos e, em especial, estabelecer relagdes importantes entre as habilidades a serem
desenvolvidas, de forma a contribuir para a organizagdo da pratica de sala de aula.

Palavras-chave: Pensamento combinatorio; BNCC; Conexdes; Analise combinatoria.

MAPPING COMBINATORIAL THINKING IN BNCC:
EXPLICIT AND IMPLICIT CONNECTIONS

The development of combinatorial thinking in basic education is the central theme of this
study, which consists of a documentary analysis of the BNCC (2018), in addition to a
bibliographical research on the subject. We focus especially on the skills to be developed in
each school year, mapping this path, and establishing explicit and implicit connections with
the combinatorial thinking perceived there, in a constant movement between these

connections throughout school education. The analysis allowed us to build maps showing the
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development of combinatorial thinking over the years and, in particular, to establish important
connections between the skills to be developed, in order to contribute to the organization of
classroom practice.

Keywords: Combinatorial thinking; BNCC; Connections; Combinatorial analysis.

1 INTRODUCAO
1.1 O Pensamento Combinatodrio

As premissas dos estudos voltados a Analise Combinatéria, pelo menos com certa
formalidade, remontam ao século XVII, sob uma aparente motivacao ligada aos jogos de azar.
Pascal (1623-1662) e Fermat (1607-1665) sdo considerados precursores no estudo dessa area
da Matemadtica. Mais tarde, ja no século XX, encontramos contribui¢des ligadas ao interesse
de ampliar o curriculo de matematica discreta nos ciclos iniciais da Educagdo Basica, como as
dos educadores brasileiros Loureiro (1997) e Santos, Melo e Murari (1995).

Investigamos definicdes especificas enunciadas pelas expressdes “pensamento
combinatdrio” e “raciocinio combinatdrio!”, mas nido encontramos nada formalmente aceito
ou acatado por pesquisadores. A maioria das referéncias de estudos encontrados usam esses
termos sem caracteriza-los, ou seja, os assumem como ideias a priori. Nos livros didaticos, o
tema € introduzido sempre a partir de um convite para se pensar de quantas maneiras ¢
possivel fazer os agrupamentos propostos, sem necessariamente enunciar uma defini¢do.
Encontramos uma contribuicdo importante baseada em Piaget e seus estudos voltados a
Psicologia do Pensamento Cognitivo, que trata mais especificamente da expressao “operagoes

combinatorias”.

As operagdes combinatdrias podem ser descritas, numa primeira aproximacao, como
a capacidade de encontrar ou construir de maneira sistematica ¢ ordenada todas as
combinagdes possiveis entre n elementos (por exemplo, objetos externos, bem como
as proposi¢des por meio das quais esses objetos sdo descritos pelo pensamento)
(Ducret, 2012, p. 2, trad. nossa).

De forma resumida, o autor traz uma primeira aproxima¢do de uma definicdo de

operagdes combinatorias como sendo a capacidade de encontrar ou construir de maneira

! Busca realizada em https://scholar.google.com.br/ com os termos: (pensamento ou raciocinio) + combinatério;
combinatorial + (thinking ou reasoning); (pensée ou raisonnement) + combinatoire; razonamiento combinatorio.
2 “Les opérations combinatoires peuvent étre décrites, en premiére approximation, comme la capacité de trouver
ou de construire de maniere systématique et ordonnée toutes les combinaisons possibles entre n éléments (par
exemple des objets extérieurs ainsi que les propositions au moyen desquelles ces objets sont décrits par la
pensée)”.
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sistematica e ordenada todos os agrupamentos possiveis entre n elementos, destacando que
existem diferentes formas de fazer tais agrupamentos, a depender do que ¢ levado em
considera¢do, como a ordem em que os elementos sdo agrupados. Percebemos que Piaget,
bem como alguns pesquisadores que o citam, consideram apenas a agdo de associar n
elementos de um conjunto com m de outro, além da listagem sistematica de tal associagao de
elementos.

O nosso interesse de estudo estd no processo de constru¢do do pensamento
combinatorio ao longo da educacdo escolar. A recomendagdo para ampliar o curriculo de
matematica discreta nos ciclos iniciais da Educacao Basica remonta a antes da década de
1970. Kapur (1970), principal referéncia nesse contexto, ja completa mais de 50 anos e aponta
11 recomendagdes em razdo das quais a Andlise Combinatdria deveria ser trabalhada em sala

de aula, das quais destacamos:

e Uma vez que ndo depende do célculo, ela tem problemas adequados para
diversos anos da educagdo bdasica, desde os mais iniciais. Normalmente,
problemas muito desafiadores podem ser discutidos com os alunos de tal modo
que eles possam descobrir a necessidade para que mais matematica seja criada.

e Pode ser usada para treinar criangas para enumerar, fazer conjecturas, generalizar
e pensar sistematicamente. Pode ainda ajudar a desenvolver muitos conceitos,
tais como equivaléncia, relagdes de ordem, fungdes e amostragem, para citar
alguns.

e Viabiliza a apresentagdo de muitas aplicacdes em diferentes campos, inclusive
em matematica recreativa.

e Motiva o estudante para o uso de computadores em alguns problemas, bem como
ajuda a perceber algumas de suas limitagdes ao lidar com problemas
combinatorios (Kapur, 1970, p. 114-115, trad. nossa).

Inspirados nas contribui¢des encontradas e com base na nossa experiéncia, ampliamos
essa visdo e arriscamos uma definicdo para o pensamento combinatorio: ¢ a capacidade de
selecionar, ordenar ou exaurir as possibilidades de associacdo entre elementos de um ou mais

conjuntos, de forma geral ou satisfazendo restricdes impostas.

1.2 As motivagoes e a trajetoria da pesquisa

Sob orientagdo da segunda autora, este estudo tem como motivagdo as inquietagdes do
primeiro autor, que escreve em primeira pessoa os proximos cinco paragrafos, com o intuito
de dividir com o leitor a trajetoria inicial da pesquisa.

Alguns conceitos associados ao raciocinio combinatorio afetam o desenvolvimento da
capacidade para a resolugdo e analise de problemas que vao além da Combinatdria. Esses

conceitos sempre foram percebidos de forma intuitiva, mas foi somente no final da minha
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licenciatura em Matematica que tive contato com esse campo de estudo e o devido
formalismo matematico. Durante aquele semestre, a disciplina de Analise Combinatdria se
mostrou, de longe, a mais empolgante de toda a graduagdo. Para minha surpresa, percebi que,
para a quase totalidade dos meus colegas, esse topico ou era desinteressante ou causava
desconforto. Esse comportamento se estendia as centenas de estudantes de diversas
graduagdes com os quais eu interagia através de problemas divulgados no Facebook.

J4 formado, durante um semindrio sobre criatividade em matematica, tive um insight:
talvez toda aquela dificuldade derivasse do fato de que a maioria das técnicas de contagem era
introduzida em um momento muito singular da trajetoria do estudante e, em sua maioria,
desconectadas dos demais campos estudados na Matematica (como Geometria e Algebra).

Eu acreditava que uma possibilidade para enfrentar essa questdo seria introduzir o
pensamento combinatério em um momento anterior da trajetoria escolar, permeando o ensino
com ideias mais elementares do que as técnicas vistas no Ensino Médio, e tentando
conecta-las com atividades curriculares ja a partir do 6 ano.

Embora eu presumisse ser um pouco ousada essa antecipagdo, foi exatamente o que
percebi no primeiro contato com a BNCC (2018), devido a recente publicacdo da sua 3%
versdo, que trazia a abordagem do tema de forma ainda mais precoce, de forma explicita, a
partir do 4° ano.

Essa ideia ficou aninhada em minha mente, e em algumas oportunidades eu comentei
algo a respeito com alguns colegas de formacdo em Matematica. Foi s6 quando vi o edital de
selecdo para a Pos-Graduagdo em Ensino de Ciéncias em Matematica que decidi que ja era
hora de investigar mais a respeito e materializar aquelas primeiras ideias.

Dando inicio ao estudo formal do tema sob a orientacdo da segunda autora,
comecamos a buscar qual era a compreensdo da constru¢do do pensamento combinatdrio
segundo a BNCC (2018), documento que norteia a educacao escolar no nosso pais.

Nos surpreendemos com a presenca explicita e implicita da tematica no documento, ao
longo dos anos escolares, desde o Ensino Fundamental I até o Médio, que pode favorecer ao
estudante um dominio mais coeso das habilidades relacionadas ao desenvolvimento do
pensamento combinatorio, podendo, por consequéncia, propiciar um aprofundamento em
técnicas mais elaboradas de contagem, fugindo de estratégias ineficazes, como aquela que

afirma que “se a ordem importa, entdo ¢ um arranjo; se ndo, trata-se de uma combinacao”.
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1.3 Objetivo

O objetivo da pesquisa realizada foi investigar o processo de desenvolvimento do
pensamento combinatério na Educag¢do Bésica, segundo a proposta apresentada na BNCC
(2018).

Realizamos um mergulho sobre a estrutura da BNCC (2018), mapeando todas as vezes
em que o pensamento combinatdrio se mostrava presente, ainda que ndo de forma explicita,
nas conexodes observadas na educagdo matematica escolar. Tal momento buscou, além de
identificar as habilidades relacionadas com o pensamento combinatorio, descrever como elas
se relacionam entre si, tendo como panorama o percurso nos doze anos previstos para a
trajetoria.

Na proxima se¢do, nos debrucamos sobre a metodologia da pesquisa e os
procedimentos utilizados para a produgdo de dados, para apresentar as ideias que
fundamentam as discussdes. Em seguida, trazemos uma analise a respeito do
desenvolvimento do pensamento combinatorio na Educagdo Basica, em conexdo com as

competéncias e habilidades propostas na BNCC (2018).

2 UMA PESQUISA QUALITATIVA E OS PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS
A pesquisa desenvolvida ndo buscou quantificar fendmenos, nem atribuir niimeros
absolutos ou relativos as discussoes propostas. O estudo se constitui de observagdes e andlises
nao numéricas de um documento, a BNCC (2018), e de estudos em torno do desenvolvimento
do pensamento combinatorio. Os dados sdo, portanto, resultado de uma pesquisa qualitativa.
A principal fonte de dados ¢ a andlise documental, no caso, do documento que norteia
a Educacdo Basica no nosso pais, a Base Nacional Comum Curricular, BNCC (2018).

Segundo Lima Junior et. al (2021), a analise documental ¢é

“[...] uma metodologia de investigacdo cientifica que adota determinados
procedimentos técnicos e cientificos com o intuito de examinar e compreender o teor
de documentos dos mais variados tipos, e deles obter as mais significativas
informagoes, conforme o problema de pesquisa estabelecido” (Lima Junior et al.,
2021, p. 38).

A pesquisa qualitativa, dentre outros aspectos, ¢ amplamente utilizada para explorar
determinadas questdes “que, dificilmente, o pesquisador que recorre a métodos quantitativos
consegue abordar” (Deslauriers; Kérisit, 2014, p. 130). “Um dos aspectos da pesquisa

\

qualitativa consiste em analisar os dados qualitativos. [...] resistentes a conformagdo
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estatistica. Sao dados da experiéncia, as representagoes, as defini¢des da situagdo, as opiniodes,
as palavras, o sentido da acdo e dos fenomenos” (Deslauriers; Kérisit, 2014, p. 147).

Uma analise dessa natureza vai ao encontro do nosso proposito, ao buscar identificar a
articulagdo dos conceitos e elementos voltados ao desenvolvimento do pensamento
combinatorio na BNCC (2018).

Para a andlise dos dados, nos apoiamos nos conceitos e elementos ligados ao
pensamento combinatorio, para a discussdo em torno de sua presengca na BNCC (2018). Esses
conceitos foram percebidos por meio da analise documental ¢ nas figuras construidas por
meio dela, observando atentamente os encadeamentos entre as habilidades ao longo dos anos
da educagdo escolar. Também nos atentamos ao papel do pesquisador, que deve organizar os
seus dados “a luz de conceitos topoldgicos apoiados sobre elementos estruturais e processos
especificos ao fendmeno pesquisado” (Deslauriers; Kérisit, 2014, p. 140).

Durante o processo de desenvolvimento deste trabalho, ao refletir sobre como a
construcdo do pensamento combinatorio se da, tivemos convic¢do de que € decisivo o aspecto
desafiador presente nas iniciativas de resolucdo de problemas. Conforme destaca Onuchic
(1999), ¢é preciso inverter a estratégia de apresentar uma teoria para, entdo, apresentar
problemas a serem resolvidos, pois quando damos a oportunidade para que os proprios
estudantes pensem e organizem as ideias em torno de um problema desafiador,
potencializamos a constru¢do de conhecimentos de forma independente da teoria e, entdo,
quando tal teoria é formalizada junto aos estudantes, uma aprendizagem mais significativa se
torna possivel.

Em estudos futuros, pretendemos investigar como colocar em pratica, por meio da
resolucdo de problemas desafiadores, o desenvolvimento do pensamento combinatorio da
forma como proposto na BNCC (2018), tendo como base/referéncia as conexdes trazidas a
tona.

A seguir, apresentamos discussdes que orientaram esta pesquisa. Tecemos
consideracdes a respeito do pensamento combinatorio e das competéncias e habilidades
relacionadas ao seu desenvolvimento na Educacdo Bésica, destacadas na BNCC (2018). Ao
mesmo tempo em que trazemos a luz as diversas formas por meio das quais o pensamento
combinatorio se faz presente naquele documento, também destacamos conexdes explicitas e

implicitas observadas entre as habilidades que envolvem o tema e, dessa forma, exibimos uma

—G)@@ 6
@ AT Ciéncia em Evidéncia, Revista Multidisciplinar, ISSN 2763-5457, v.5, FC, 024002, 2024, 22 pag.



Mapeando o pensamento combinatério na BNCC: conexdes explicitas e implicitas

Cézar Augusto de Freitas Anselmo
Ana Karina Cancian Baroni

analise do que preconiza a BNCC (2018) sobre o desenvolvimento do pensamento

combinatorio.

3 O DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO COMBINATORIO NA
EDUCACAO BASICA
3.1 Consideragoes em torno do pensamento combinatdrio

A Andlise Combinatoéria ¢ um tdpico considerado relativamente dificil quando
comparado com outros assuntos da Matematica escolar, apesar de se relacionar com ideias
bem simples, como a a¢do de contar. Uma das caracteristicas de seus problemas ¢ que suas
solucdes podem vir por diferentes caminhos, em geral permitindo estratégias que estdo fora
do escopo em que aquele problema foi inserido. Enquanto é comum ter uma solugdo para um
problema de algebra ou geometria exatamente dentro do esperado, ¢ possivel se deparar com
um estudante resolvendo algo diferente do que se pretendia.

Por outro lado, a simplicidade dos conceitos presentes nos enunciados dos problemas
permite que qualquer pessoa compreenda a tarefa que se pretende empreender, o que costuma
atrair atengdo, pelo menos a primeira vista, de um publico maior de interessados, dado o tom
normalmente ladico do enunciado.

Mas afinal, o que ¢ Combinatoria? Presente nos livros escolares como “Analise
Combinatoria”, as defini¢des sdo diversificadas. As vezes surge como “técnicas de Anélise
Combinatéria”, sem uso de uma defini¢do explicita para o tema, apenas apresentando a
estratégia de enumeracdo associada aquela técnica. A Analise Combinatéria esta relacionada
com muitas ideias, algumas realmente muito simples, ligadas a enumeracgio individual de
possibilidades. Conforme se avanga nos estudos, vao sendo apresentadas técnicas mais
elaboradas, cujo proposito, de forma geral, é contar sem ter que explicitar todas as situagdes
uma por uma. O auge da Combinatdria no ambito escolar acontece no Ensino Médio. Alguns
conceitos sdo formalizados, uma por¢do de exercicios ¢ proposta e, em seguida, tudo aquilo
podera constar como ferramenta disponivel para o estudo de Probabilidade. Tudo isso em
umas poucas semanas concentradas num momento do curriculo escolar.

Apesar disso, a Combinatdria costuma aparecer implicitamente em outras ocasides do
percurso escolar. E possivel verificar isso em livros didaticos, e especialmente na propria
BNCC (2018), como vamos trazer ao longo deste artigo. Aqui listamos algumas dessas

aparigoes:
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a) O calculo do nimero de divisores de um numero natural, visto nos anos iniciais do
Ensino Fundamental II, ¢ uma aplica¢do direta do principio multiplicativo. Dada a

fatoragao
k k k

N=p'Xp X xp"
Py * P, Py
em que os p sdo primos distintos € os k seus respectivos expoentes, o nimero de

divisores de N ¢ dado pelo produto (k1 + 1) X (k2 + 1)><-~><(kn + 1).

b) Os coeficientes de alguns dos produtos notaveis, também vistos no Ensino Fundamental

II, como destacamos em

(ath)’ = 1a’+2ab + 1b° e (ath)’ = 1d’ + 3a°bh + 3ab” + 15,
sdo obtidos do tridngulo de Pascal, usualmente estudado no Ensino Médio.
¢) O numero de diagonais de um poligono convexo, outro assunto do Ensino Fundamental
II, estd associado ao pareamento de pontos (os vértices, nesse caso) e pode ser calculado

utilizando combinagdes simples:

ny _ __ n(n=3)
(5)-n =252

d) A relacdo de Euler:
F+V = A+2,
que relaciona o nimero de faces, vértices e arestas em um poliedro, ¢ um resultado
combinatdrio para grafos planares, e pode ser explorado nas diversas vezes em que 0s
solidos geométricos sao abordados nas trés etapas da Educagido Basica.
e) O estudo das fungdes, visto profundamente no Ensino Médio, ¢ uma oportunidade de
conectar Algebra e Combinatéria, em particular para obter o niimero de fungdes injetoras

de um conjunto A com m elementos em um conjunto B com n elementos, que ¢ dado por

m
n.,

consequéncia do principio multiplicativo (usualmente chamada “arranjo com repeti¢ao”).
f) As progressdes aritméticas também sdo oportunidade para fazer conexdes. Por exemplo,
se

isolarmos n na conhecida féormula do termo geral, chegamos a

an_al
n=—-—+ 1,
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que ¢ uma forma de contar o nimero de termos numa sequéncia equiespagada. Essa
noc¢ao ¢ um tema tao recorrente em problemas de Combinatdria que o destacamos como
uma habilidade acessoria para o pensamento combinatdrio, conforme sera visto na Se¢ao
3.2. Além disso, tanto a insercdo de meios aritméticos como a de meios geométricos,
exercicios pertinentes a esse topico, sdo auxiliadas pelo desenvolvimento desse tipo de
raciocinio.

g) Apesar de ndo ser diretamente mencionada na BNCC (2018), a no¢ao de conjuntos esta
presente nos livros didaticos e se espalha por toda a Matematica, ndo apenas na Educagio
Basica. Destacamos aqui dois conceitos conectados com a Combinatoria. O primeiro
surge quando tentamos calcular o nimero de subconjuntos de um conjunto A com n
elementos. Em outras palavras, o tamanho do conjunto das partes (ou conjunto poténcia)

de A ¢ dado por
n(4) = 2"

e ¢ uma aplicagao do Teorema Binomial. O outro ¢ mais elaborado, e sua demonstragao
costuma ser evitada mesmo nos cursos de graduag¢do. No entanto, a ideia geral ¢, além de
simples, util em problemas mais elaborados. Aqui nos ateremos apenas a uma de suas
aplicagdes. O niimero de elementos da unido de dois conjuntos, A e B, ¢ dado por

n(A U B)=n(4)+ n(B)— n(4 n B),

em que os simbolos U e N representam a unido e a interseccdo de conjuntos,
respectivamente. Indo um pouco além, a fim de ilustrar nosso ponto, o numero de
elementos da unido de trés conjuntos, 4, Be C, ¢

nNAUBUQO=nA)+nB)+n(C)—nm(ANB)—nm(AnC)—n(BnNnC)+n(AnBnC).

Percebe-se que na primeira situagdo sdo retiradas algumas interseccdes e, em
seguida, recolocadas. Esse padrdo continua, conforme o numero de conjuntos aumenta,
ora removendo intersec¢des, ora adicionando. Essa ¢ justamente a ideia subjacente ao
Principio da Inclusdo e Exclusdo. Se o numero de elementos de cada conjunto tem um
padrdo simples, como no caso em que todos possuem a mesma cardinalidade, os calculos
sao bem simplificados pelo uso de coeficientes binomiais, presentes no estudo das
combinagdes simples. Uma aplicacdo recorrente em concursos € vestibulares mais
exigentes ¢ aquela associada ao célculo do numero de solugdes inteiras de uma equagao

de varias variaveis.
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h) Para encerrar a lista de exemplos, outro assunto conectado com o pensamento
combinatdrio ¢ a interpretagdo do determinante de uma matriz A, geralmente expresso
como uma formula desprovida de significado. Um meio de contornar essa limitagao ¢
apresenta-lo como uma soma das formas de escolher n termos de A, em que cada parcela
contém exatamente um elemento de cada linha e de cada coluna uma tnica vez. Longe de
ser algo simples, € 1til ter essa justificativa a disposi¢do para poder satisfazer as dividas
das mentes mais curiosas.

Quais sdo as consequéncias de manter desconectado do restante o ensino de um tema
tdo permeante como esse? Nao sabemos responder. Mas acreditamos que deixar de
compartimentar a Matematica como um conjunto de temas desconexos e desassociados seja
uma vantagem didatica, em vez de uma limitagdo. A titulo de exemplo, trazemos aqui duas
situacdes extraidas de sites publicos que mostram que os percalcos da forma como a
Combinatoria foi ensinada no passado tem consequéncias mesmo fora da escola.

Hoje, a quantidade de sites, blogs e videos dedicados a resolugdo de problemas de
matematica ¢ enorme. Parte deles utiliza o poder de atragdo de problemas sob a forma de
desafio para aumentar o numero de acessos, likes e compartilhamentos. A simplicidade dos
enunciados na Combinatéria ¢ um prato cheio para isso. Uma armadilha util. Ainda assim,
ndo ¢ incomum encontrar solugdes ora equivocadas, ora limitadas por algo sutil na
interpretacdo de quem apresenta a solugdo - geralmente um professor ou entusiasta do tema.
Com objetivo de apenas ilustrar essas afirmacdes, vamos apresentar, de forma bem resumida,
duas situagoes.

a) A escrita Braile para cegos ¢ um sistema de simbolos no qual cada carater ¢ um conjunto
de 6 pontos dispostos em forma retangular, dos quais pelo menos um se destaca em

relacdo aos demais. Por exemplo, a letra A ¢ representada por

L
. e
-

O numero total de caracteres que podem ser representados no sistema Braile é:

()12 ()31 ()36 ()63 ( )7207°
Sabemos a resposta, ndo se trata de um problema dificil. Pode até mesmo ser resolvido
listando-se todos os casos na forma de uma tabela, para economizar espago. Mas atencao

ao trecho “pelo menos um se destaca em relacao aos demais”. O gabarito disponibilizado

3 ENEM 2005.
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nos sites encontrados apresenta a op¢ao 63 como resposta correta. Abaixo exibimos duas

das 64 possibilidades de caracteres possiveis quando se ignora a restri¢do do trecho:

Em nenhuma delas ha simbolos que se destacam em relacdo aos demais e, portanto,
ambas
deveriam ser desconsideradas dos calculos, levando ao total de 64 - 2 = 62 possibilidades.
A dificuldade aqui ndo ¢ devida aos calculos, mas a pouca énfase que é dada a defini¢des
combinatdrias como aquela do conceito de distinguiveis, muito presente nos problemas
de permutacdes circulares e permutagdes com repeticao.
b) Quantas palavras de 4 letras podem ser formadas a partir da palavra LEARNING?

Apos esclarecimento o curto enunciado, a solug¢do apresentada dividiu o problema em 3
casos, algo bem comum em Combinatoria: palavras com 2 N’s, com 1 N e sem N’s.
Em cada situag¢do, uma técnica de contagem diferente foi utilizada, a saber: separar 2 N’s
e sortear 2 outras letras, contando as permutagdes das 4 letras (180 palavras); escolhendo
3 letras diferentes de N, inserindo um N numa das 4 posi¢des e permutando as demais
letras, multiplicando o total de permutagdes por 4 (120x4 = 480 palavras); e escolhendo 4
letras diferentes de N para permuta-las (360 palavras), obtendo 1020 palavras. Destaque
para o fato de que ndo se mencionou o termo arranjo, muito comum no Brasil.
Uma outra solu¢dao (nem mais certa, nem mais errada, apenas mais curta) ¢ obtida ao se
dividir o problema em apenas 2 casos: com 2 N’s (em razao da forma diferente de contar
permutacdes quando hé repeti¢des); e com no maximo 1 N (basta remover o segundo
deles da palavra LEARNING). A solucdo obtida ¢ a mesma: 180+840=1020.
Por que chamamos aten¢do para uma solugdo que ndo estd errada? Porque dividir em
casos ¢ algo que leva tempo, permite cometer mais erros (ha mais etapas de céalculos) e
torna a resolucdo de um problema menos atrativa (enfadonha). Neste problema
especifico, a ideia que deixou de ser explorada estd associada ao conceito de conjuntos
complementares (casos com 2 N’s e todos os demais casos). Ademais, contar as palavras
do segundo caso ¢ bem mais simples, pois deriva diretamente do principio multiplicativo:
7x6x5x4 = 840.

Nossa inteng@o ao trazer essas situagdes foi chamar atencao para o poder do ensino de

Combinatéria no ambito escolar e para o potencial alcance que encarar o tema com mais
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seriedade, sem deixar de criar oportunidades ludicas no trajeto, pode levar o estudante a
explorar novas fronteiras, algo que véa além do comum “a ordem importa” ou ‘“com
reposicao”.

Propomos que o professor utilize a Analise Combinatéria para fazer um passeio
sempre que possivel. Visitar os nimeros de Catalan, o Principio das Gavetas, os nimeros de
Stirling, um dos lemas de Kaplansky, falar de passeios aleatérios, ladrilhamentos no plano,
polindmios cromadticos, da geometria do taxista, dos quadrados latinos e das permutagdes
cadticas. Nao ha limite para onde se pode chegar nessa viagem. Defendemos: ¢ mais facil
aprender quando se esta encantado. Nossa tarefa, como professores, ¢ descobrir como faremos

1SS0.

3.20 que preconiza a BNCC (2018) sobre o desenvolvimento do pensamento
combinatorio

O documento que norteia a Educagdo Bdésica no nosso pais ¢, atualmente, a BNCC
(2018), que pode ser considerada uma versao aprimorada dos antigos Parametros Curriculares
Nacionais. Nela, estdo presentes apontamentos cujo objetivo € orientar as escolas sobre o que
¢ fundamental na educagdo brasileira, direcionando, dessa forma, as propostas curriculares.

Considerando Ensino Fundamental e Médio, o percurso do estudante ¢ dividido em 12
anos (antigas séries) e, para tal, o documento apresenta um conjunto de competéncias gerais e
especificas, bem como uma lista de habilidades a trabalhar em cada ano das respectivas areas,

representadas por um conjunto padronizado de siglas, como exibido no modelo da Figura 1:

Figura 1 — forma como cada habilidade ¢ identificada na BNCC (2018).

EF 04

ClS

Ciclo: Ano:
Ensino 4
Fundamental

Fonte: Elaborado pelos autores.
Guiados pelos objetivos da pesquisa, nos debrucamos no estudo minucioso do

documento, a fim de identificar conexdes entre as habilidades presentes na area de

Matematica e a Analise Combinatoria — sejam elas evidenciadas por palavras-chave
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consensualmente associadas a esse campo, tais quais, “principio multiplicativo” e “espago
amostral” (aqui nomeadas conexdes explicitas), ou relagdes mais sutis, como “pareamento” e
13 T A A0 . ~ . y .

equivaléncia” (aqui nomeadas conexdes implicitas).

As secdes a seguir apresentam essas habilidades, da forma como estdo descritas na
BNCC (2018), acompanhadas de uma breve justificativa com as razdes que nos permitiram
perceber a relagdo de cada uma delas com o pensamento combinatério. Apesar de enunciar
inicialmente as habilidades ao lado de suas siglas, utilizaremos apenas as siglas nas

discussoes, para nao tornar o texto repetitivo.

3.2.1. Conexdes explicitas com Analise Combinatéria

A seguir, apresentamos as 7 habilidades cuja descri¢ao nos levou a perceber conexdes
explicitas com a Andalise Combinatoria:

e (EFOIMAOI1) Utilizar nimeros naturais como indicador de quantidade ou de ordem em
diferentes situacdes cotidianas e reconhecer situacdes em que os numeros nao indicam
contagem nem ordem, mas sim cddigo de identificagao.

Esse €, na sua esséncia, o verdadeiro Principio Fundamental da Contagem: estabelecer
uma bijecdo com um subconjunto finito dos naturais, e dessa forma, definindo a cardinalidade
da colecdo sob analise. A relacdo de ordem surge, entdo, como consequéncia.

e (EF04MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel, problemas
simples de contagem, como a determinacdo do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecdo com todos os elementos de outra, utilizando
estratégias e formas de registro pessoais.

Primeira apari¢ao do Principio Multiplicativo na BNCC (2018), essa também sera, na
maioria das vezes, a primeira vez em que o aluno se utilizard de desenhos e diagramas para
resolver situagdes do mundo dos nimeros — isto ¢, fora da geometria.

e (EFO5SMAO09) Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o
principio multiplicativo, como a determinacdo do niimero de agrupamentos possiveis ao
se combinar cada elemento de uma cole¢do com todos os elementos de outra colecdo, por
meio de diagramas de arvore ou por tabelas.

Aqui o Principio Multiplicativo sera trabalhado através do uso de estratégias de

contagem mais algoritmicas.
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e (EFO8MAO3) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucdo envolva a
aplicacdo do principio multiplicativo. (EFO8MAZ22) Calcular a probabilidade de eventos,
com base na constru¢do do espago amostral, utilizando o principio multiplicativo, e
reconhecer que a soma das probabilidades de todos os elementos do espaco amostral € 1.

Ambas as habilidades ocorrem no oitavo ano. Nesse momento, a crianga ja teve
oportunidade de trabalhar diferentes estratégias de contagem, e essas habilidades permitirdo
ao professor o uso de situagdes-problema cujo enunciado va além de uma simples descri¢ao
desprovida de contexto. Dependendo da forma como as habilidades relacionadas ao uso de
algoritmos avangaram no 6% e 7% anos, € possivel propor aqui atividades cuja estratégia de
resolugdo vai amadurecendo na mente do estudante através do uso de listagens sistematicas.

e (EMI3MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos
de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore.

Alcancamos o Ensino Médio. Esse momento pode ser considerado o apice da Analise
Combinatoria no trajeto escolar do estudante. Se as habilidades foram bem trabalhadas nas
etapas anteriores e as no¢des mais elementares assimiladas, os problemas propostos podem ter
conteidos mais elaborados, correndo menor risco de que os objetivos didaticos ndo sejam
atingidos em decorréncia de limitagdes operacionais, por exemplo. Por outro lado, as técnicas
aprendidas a partir de agora serdo fundamentais para a resolu¢do de problemas intimamente
conectados com a Analise Combinatoria, além de impulsionar a abstracdo do estudante
quando ele se deparar com situagdes mais gerais.

e (EMI3MAT311) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da probabilidade
de eventos aleatorios, identificando e descrevendo o espago amostral e realizando
contagem das possibilidades.

Com o uso das técnicas aprendidas nas etapas anteriores — pois o aprendiz nao
precisara listar nem contar um a um os elementos de uma colecao — aqui ele tera
oportunidade de vivenciar no¢des mais relacionadas com a frequéncia relativa do que a

absoluta, sem, contudo, ficar totalmente desassociado das nog¢des de contagem.

3.2.2. Conexoes implicitas com Analise Combinatoria
Aqui apresentamos 16 habilidades cuja descri¢do nos permitiu constatar, ainda que de

forma sutil, conexdes com a Analise Combinatoria.
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e (EFOIMAO2) Contar de maneira exata ou aproximada, utilizando diferentes estratégias
como o0 pareamento € outros agrupamentos.

Habilidade relacionada com EFO1MAO1, oferece uma oportunidade para as primeiras
estratégias em que se conta sem necessariamente considerar cada objeto de uma cole¢do
individualmente. O contar sem, efetivamente, contar. Também ¢ uma oportunidade para
introduzir o paradigma da contagem por agrupamento de outra maneira, ao relacionar a
colegdo sob analise a colegdes de cardinalidade ja estabelecida.

e (EF02MAO09) Construir sequéncias de numeros naturais em ordem crescente ou
decrescente a partir de um numero qualquer, utilizando uma regularidade estabelecida.
(EF02MA18) Indicar a duragdo de intervalos de tempo entre duas datas, como dias da
semana e meses do ano, usando calendario, para planejamentos e organizacao de agenda.

Essas duas habilidades, juntamente com EFOIMAO]1, servem de base para o que sera
sedimentado, 14 no Ensino Médio, em EMI13MATS507. Juntas, elas pdem a contagem de
sequéncias e outros padrdes numéricos em nivel operacional, permitindo ao estudante nio se
distrair com detalhes primarios quando da resolucao de problemas mais complexos. Também
¢ uma oportunidade para colocar em evidéncia o uso da subtracdo para contagem.

e (EF02MAZ21) Classificar resultados de eventos cotidianos aleatérios como “pouco
provaveis”, “muito provaveis”, “improvaveis” e “impossiveis”.

Primeiro contato com o termo aleatério que surge na BNCC (2018). Uma vez que esse
€ um conceito presente em muitas ciéncias, ¢ importante aproveitar 0 momento para tragar
paralelos, ainda que em nivel superficial, com ideias reforgadas pela pouca maturidade do
aprendiz, usualmente equivocadas. Uma ideia central esta associada aos conceitos de
aleatoriedade e proporcionalidade (langar um dado 12 vezes garante que cada face ocorrerd 2
vezes ao final?; se nos 8 primeiros de 10 langcamentos de uma moeda honesta ja sairam 5
caras, espera-se que os proximos resultados sejam todos coroa a fim de “equilibrar” a
probabilidade?). Esse trabalho pode e deve ser continuado mais adiante, em EF04MA26.

e (EFO03MAO4) Estabelecer a relacdo entre nimeros naturais e pontos da reta numérica para
utiliza-la na ordenagao dos nimeros naturais e também na construcao de fatos da adicao e
da subtracdo, relacionando-os com deslocamentos para a direita ou para a esquerda.

Além de trazer propriedades equivalentes as vistas em EFOIMAOI e EFO2MAQ9, essa

¢ uma oportunidade de revisar o que foi aprendido em EF02MAI18, para que o estudante
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possa perceber as semelhancas e diferencas entre as propriedades da subtragdo tanto em

dominio discreto como em continuo.

e (EF03MAZ25) Identificar, em eventos familiares aleatorios, todos os resultados possiveis,
estimando os que tém maiores ou menores chances de ocorréncia.

Para a maioria das realidades de nossas escolas, esse serd, na situagdo mais precoce, o
primeiro contato do estudante com listagem de possibilidades de eventos, momento oportuno
para semear as primeiras nog¢des de enumeracdo sistemadtica, a fim de que retomar
gradualmente EF04MA26, EF05SMA22, EF06MA30, EF07MA34, EMI3MAT312 ¢
EM13MATS11.

e (EF04MA19) Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras
geométricas planas e utilizd-la na constru¢do de figuras congruentes, com o uso de
malhas quadriculadas e de softwares de geometria.

As relagdes de simetria (e, mais geralmente, de equivaléncia) sdo essenciais para a
compreensdo do termo “distinguiveis” em problemas de enumeragdo. Como essa ¢ a unica
aparicdo desse conceito no Ensino Fundamental na BNCC (2018), deve-se aproveitar para
abordar, de forma possivelmente ludica, atividades que contemplem permutagdes circulares e
permutacdes com repeticao, bem como fazer conexdes com a habilidade EM13MATS511.

o (EF04MA26) Identificar, entre eventos aleatorios cotidianos, aqueles que tém maior
chance de ocorréncia, reconhecendo caracteristicas de resultados mais provaveis, sem
utilizar fracoes.

Oportunidade de dar continuidade ao trabalho iniciado em EF02MA21. Pode-se
incluir atividades que permitam relacionar eventos que nunca ocorrem ou que ocorrem
sempre com os conceitos de evento impossivel e evento certo. Também € possivel trabalhar a
gradacdo de probabilidade (pouco provavel, muito provavel) associando-a a frequéncia de
ocorréncia numa listagem de possibilidades — isso ndo precisa se encerrar aqui, pois tem
relagdo com EFOSMA22, EFO6MA30, EFO7TMA34, EM13MAT312 e EMI3MATS511.

e (EFO5MA10) Concluir, por meio de investigagdes, que a relagdo de igualdade existente
entre dois membros permanece ao adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir cada um
desses membros por um mesmo niimero, para construir a nog¢ao de equivaléncia.

Apesar de ser uma habilidade inerente a algebra, as propriedades invariantes dessas

operacdes podem auxiliar em problemas de contagem, juntamente com EF03MAO04.
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Ressalte-se o fato de que essa nogao de equivaléncia, quando pouco trabalhada, se tornard um
obstaculo para lidar com demonstragdes por argumento combinatdrio no Ensino Médio.

e (EFO05MA22) Apresentar todos os possiveis resultados de um experimento aleatdrio,
estimando se esses resultados s@o igualmente provaveis ou nao.

Se a ac¢do de construir listagens sistematicas foi bem trabalhada anteriormente em
EF03MAZ25 e EF04MAZ26, ¢ possivel agora desenvolver melhor essa habilidade, apresentando
ao aprendiz problemas cuja solucdo requeira uma organizagdo em mais de dois niveis (numa
arvore de possibilidades, por exemplo), tornando pouco pratica a listagem de todos os
resultados, forcando, dessa forma, o aprendiz a dar os primeiros passos na direcdo da
enumeragao mais abstrata.

e (EF06MA30) Calcular a probabilidade de um evento aleatorio, expressando-a por numero
racional (forma fracionaria, decimal e percentual) e comparar esse numero com a
probabilidade obtida por meio de experimentos sucessivos. (EF07MA34) Planejar e
realizar experimentos aleatérios ou simulagdes que envolvem calculo de probabilidades
ou estimativas por meio de frequéncia de ocorréncias.

Tanto 62 como 72 anos apresentam certa fragilidade no que tange ao pensamento
combinatorio, por serem os Unicos anos da Educacdo Bésica que podem ser percorridos sem
que o estudante seja alcangado por algum conteido de Combinatoria. Para tanto, seria
suficiente abordar as atividades relacionadas com as habilidades descritas em EFO6MA30 e
EF07MA34 trabalhando com as probabilidades j& fornecidas nos enunciados, sem passar pela
enumeracdo de possibilidades. Por outro lado, ¢ possivel aproveitar as habilidades descritas
em EFO6MAO04 (construgdo de algoritmos em linguagem natural) e EFO7MAOS (resolugdo de
problemas pelo uso de algoritmos diferentes) para introduzir atividades de enumeragdo
sistemdtica, como a presente na constru¢do do conjunto de possibilidades, que possuem varios
conceitos necessarios para a resolucao de problemas no Ensino Médio.

e (EFO8MAII) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva e construir
um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes.

Resta uma lacuna no que se refere ao pensamento combinatdrio presente na BNCC
(2018), que seria uma habilidade relacionada ao pensamento recursivo. Em todas as vezes que
esses termos sdo mencionados juntos, sdo abordadas sequéncias numéricas que podem ser
facilmente reconhecidas, como a sequéncia dos pares ou a sequéncia dos nimeros que deixam

resto 2 quando divididos por 5, por exemplo. Essa seria a habilidade mais avancada
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relacionada a recursdes que esta presente na BNCC (2018). Ainda que simples para as
necessidades do Ensino Médio, ¢ possivel trabalhéd-la junto a EFO6MA0O4 e EFO7TMAOS ao
longo desses trés anos para desenvolver nogdes relacionadas a recursdo combinatéria, como o
uso do fatorial e principios elementares da relagdo de Stifel. Dominar esses conceitos €
fundamental para alcangar os niveis mais avangados de pensamento combinatorio na
Educagao Basica.

e (EF0O9MA20) Reconhecer, em experimentos aleatorios, eventos independentes e

dependentes e calcular a probabilidade de sua ocorréncia, nos dois casos.

Essa ¢ outra situagdo que poderia ser coberta sem contato direto com conceitos da
Combinatéria. No entanto, a no¢do de independéncia estatistica ¢ sofisticada e sua
exemplificagdo (que ndo seja meramente assumindo uma defini¢do) através da utilizagdo de
algo mais palpavel, como um pequeno espaco de possibilidades, evitard equivocos de
entendimento, em especial nos problemas envolvendo probabilidade condicional e
experimentos sucessivos.

o (EMI13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabilidade
de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

Aqui o estudante ja esta familiarizado com a maioria dos conceitos pertinentes ao
pensamento combinatoério, além de uma gama de técnicas de contagem. E possivel trabalhar
mudancgas causadas no espago amostral por experimentos sucessivos via enumeragao parcial
(J& que a abstragdao foi abordada em EFO5MA22) ou via implementacdo computacional (a
depender de como algoritmos foram trabalhados em EFO6MA30 ¢ EFO7TMA34).

e (EMI3MATS507) Identificar e associar sequéncias numéricas (PA) a fungdes afins de
dominios discretos para andlise de propriedades, incluindo dedu¢do de algumas formulas
e resolucdo de problemas.

Se bem desenvolvidas anteriormente, as habilidades EFOIMAO1, EFO2MAQ9 e
EF02MAI18 proverao ao estudante o ferramental basilar para essa etapa. Adiciona-se ai
EF03MAO04 e EFOSMA10, que complementam as propriedades das sequéncias numéricas que
costumam surgir em situagdes combinatorias.

o (EMI3MATS511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais,

discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou nio, e investigar implica¢des no calculo

de probabilidades.
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Um tipo de problema que requer aten¢do especial, por alcangar a solugao correta tanto
considerando que “a ordem importa” como “a ordem ndo importa”, ¢ aquele que leva a

construcdo de conjuntos de possibilidades distintos (e assim, de espacos amostrais diferentes).

3.2.3. Visao Geral
Com a intencdo de melhor visualizar a distribuicdo das habilidades descritas em
relacdo ao tratamento do pensamento combinatério segundo a BNCC (2018), elaboramos a

Figura 2.

Figura 2 — Curso das habilidades identificadas na Educacdo Basica.

Cor
EFOTMAOT EFO5MA09 EMI3MAT310] masnce
EFOTMA02 EFO3MA04 EFO5MA10 EFO07MA34| EFO9MA20
EFO3MA25 EFO5MA22 !
IMPLICITA
BEAN0N 9° ano ?

EFO8MAO3
EF04MA08 EFO8MA22 EM13MAT311
EF02MA09 EF04MA19 EFO6MA30 EM13MAT507 EM13MAT312
EF02MA18 EF04MA26 EM13MAT511
EF02MA21

Ensino Fundamental Ensino Médio —

Fonte: Elaborado pelos autores.

Acreditamos que ter clareza sobre esse percurso podera auxiliar o professor a
programar atividades para a pratica de sala de aula, considerando as etapas de

desenvolvimento do pensamento combinatdrio, conforme descrito na Secao 3.1.

4 UMA ANALISE DA PRESENCA DO PENSAMENTO COMBINATORIO NA
BNCC (2018)

Tendo como base o que foi apresentado na Secdo 3.2, fica mais facil compreender que
essas habilidades ndo estdo espalhadas sem critérios na BNCC (2018) — ha conexdes entre
elas. Algumas mais sutis, outras mais fortes. Partindo desse panorama de forma geral, é
possivel perceber que ha habilidades com caracteristicas mais correlatas entre si, formando o
que aqui chamaremos de classes. Acreditamos que essa visdo mais ampla pode propiciar aos
professores considerarem outras abordagens quando forem trabalhar as habilidades a elas

inerentes.
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a) Classe das habilidades acessorias (HA). Sao exemplos: habilidades cujo principio €
associar os objetos de uma cole¢@o aos nlimeros naturais, ou contar de dois em dois, ou
saber quantos dias ha em um intervalo, que servem de auxilio no processo enumerativo.
Diante disso, habilidades com esse perfil constituem a classe das habilidades acessorias,
estdo fortemente conectadas entre si e fazem ligagdo com muitas outras.

b) Classe das habilidades do principio multiplicativo (HPM). Apoiam-se na ideia do
cruzamento de possibilidades, relacionando escolhas, combinando cada objeto de uma
colecdo com todos os objetos de outra, tém como esséncia o principio multiplicativo,
nome herdado por esta classe.

c) Classe das habilidades do conjunto de possibilidades (HCP). As habilidades dedicadas a
listar possibilidades, ou elencar todas as configuragdes possiveis, estdo associadas a ideia
de frequéncia absoluta. Mais a frente elas propiciardao, apds devido formalismo, que o
aluno saiba construir espacos de probabilidade, alicer¢ados no conceito de frequéncia
relativa.

d) Classe dos experimentos aleatérios (HEA). Por sua vez, as habilidades cujo cerne esta
ancorado na no¢do do que é ou ndo provavel, em estabelecer conexdo entre frequéncia
relativa e probabilidade, e na nocdo de incerteza presente em intmeras ciéncias,
introduzem os principios e propriedades bésicas do conceito formal de probabilidade.
Elas integram ideias essenciais na realizacdo de experimentos aleatorios, configurando
esta ultima classe.

A fim de auxiliar a visualizagdo da sequéncia de habilidades ao longo da BNCC
(2018) e das ideias subjacentes que evidenciamos, desenvolvemos um mapa mental para as
habilidades, posicionando-as nas classes descritas, modelado por meio de um diagrama de
Venn, tendo como cendrio os fundamentos que caracterizam as nog¢des de contagem e de
probabilidade.

E tendo isso em mente que deve ser apreciada a Figura 3, uma expansdo com mais
detalhes das ideias presentes na Figura 2. Esperamos que esse mapa possa fornecer recursos
auxiliares ao professor e, possivelmente, inspira-lo na constru¢ao de um material didatico para
a conducdo das atividades em sala de aula.

Nao desejamos que esse mapa, no formato que foi desenvolvido, seja estatico ou
mesmo a prova de criticas/falhas. E possivel notar, por exemplo, que algumas das habilidades,

da forma como estdo descritas na BNCC (2018), envolvem mais de um proposito,
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permeando, dessa forma, mais de uma das classes descritas, e, at¢ mesmo, extrapolando os

limites dos conjuntos utilizados para representar as ideias e habilidades abordadas.
Figura 3 — Mapa mental das ideias apresentadas na Segdo 3.
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Contagem Probabilidade

Fonte: Elaborado pelos autores.

5 CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa realizada revela inicialmente que no documento que norteia atualmente a
educacdo escolar no nosso pais, a BNCC (2018), as habilidades voltadas ao desenvolvimento
do pensamento combinatdrio ndo estdo mais isoladas no segundo ano do Ensino Médio, mas
sim conectadas a outras habilidades, previstas em outros momentos do ensino da Matematica,
tornando possivel uma aprendizagem mais significativa em torno da tematica e transformando
0 que outrora era, muitas vezes, uma traumatizante introducao.

A partir dessa verificagdo, foi realizado um mapeamento das habilidades no
documento, avangando para o estabelecimento de conexdes explicitas e implicitas reveladas
por meio da andlise documental. O mapeamento nos motivou para um estudo posterior:
organizar uma sequéncia didatica para a abordagem da Analise Combinatéria ao longo da

educagdo escolar.
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Esperamos que a clareza propiciada pelo estudo acerca das habilidades interconectadas
no documento auxilie o professor de Matematica com seu trabalho em sala de aula,
promovendo o desenvolvimento do pensamento combinatorio, e que ele se sinta engajado na
proposicao de atividades que vao ao encontro do desenvolvimento das habilidades previstas

na BNCC (2018).
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