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LINHA EDITORIAL

A HIPATIA - Revista Brasileira de Historia, Educagdo e Matemética,
conforme sugere seu nome, aceita trabalhos de Histoéria da Matemética,
Educagdo Matematica e de Matematica (pura e aplicada). A revista foi
oficialmente criada em 8 de marco de 2016. Duas concepg¢des principais
nos norteiam: ajudar a ampliar o espago da mulher na ciéncia no Brasil;
abrir um espaco para jovens pesquisadores (mestres, doutorandos ou
doutores que tenham obtido titulo ha, no méaximo, cinco anos). Isso
significa que procuramos dentro da composicdo de nosso Conselho
Editorial, Conselho Cientifico e em nossas edi¢gbes, obter uma maioria de
pesquisadores ou de trabalhos cujos autores atendam a pelo menos um
desses quesitos. E salutar destacar que, no entanto, contribuicbes de
outros pesquisadores continuam sendo de grande valia. A revista é
composta por quatro secbes : 1) Artigos, na qual sdo aceitos trabalhos
completos de pesquisadores; 2) Comunicacdes Cientificas, na qual sdo
aceitos trabalhos com resultados parciais contundentes em nivel de pés-
graduacdo ou trabalhos concluidos decorrentes de pesquisas em nivel de
graduacdo (iniciacdo cientifica, trabalho de concluséo de curso,
monografias resultantes de trabalhos orientados por docentes etc.); 3)
Relatos de Experiéncia, na qual sdo publicados textos que descrevam
precisamente uma dada experiéncia que possa contribuir de forma
relevante para as areas da HIPATIA; 4) Resenhas, na qual sao aceitas
resenhas de livros, dissertacbes e teses, ou outros formatos de interesse
publicados preferencialmente ha ndo mais que cinco anos.




Hipatia, Campos do Jordao (SP) iii v. 1, n.1, p. 1-96, dez. 2016

SUMARIO
EDITORIAL iv
Artigos
ALGUNS ASPECTOS DO DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO CONCEITO DE FUNGAO
EdNa Maura ZUFfi ..ot e e e e ab e e e e s bneeeeeae 1
O QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES COMO HISTORIA DE PROBLEMAS
LINIYA SACNS ..ttt et e e 11

PRIMEIRO COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA: UMA BREVE APRESENTACAO
DA PARTICIPAGAO FEMININA

Angelica Raiz Calabria; Mariana Feiteiro Cavalari .........cccoouiiiiiiiiiiie e 30
QUERIDO DIARIO: O QUE DIZEM AS NARRATIVAS SOBRE A FORMAGAO E A FUTURA
PRATICA DO PROFESSOR QUE ENSINARA MATEMATICA NOS ANOS INICIAIS

Américo Junior Nunes da Silva; Carmen Licia Brancaglion Passos ..........ccccocceerieeiieeicneeneee. 47
AS RELACOES COM O SABER ESTABELECIDAS NA ACAO DO PROFESSOR EM SALA

DE AULA: INVESTIGAGOES REALIZADAS COM O USO DA MATRIZ 3X3 ENTRE OS ANOS
DE 2011 A 2014

Diego Fogaca Carvalho; Vanessa Largo .........cccecueiiiiieiiiieiiie et 59
OS TRIKERNELS DE STRATONOVICH E DE BEREZIN PARA J=1 E J=3/2

Nazira HannNa HarD ...t e e e e 71
Resenhas

PIRES, F. de S. Algebra e formacéo docente: o que dizem os futuros professores de
matematica. 2012. 138f. Dissertacédo (Mestrado em Educagéo) — Programa de Pos-
Graduacdo em Educagéo, Universidade Federal de S&o Carlos, S&o Carlos, 2012.
Dissertagdo orientada por Maria do Carmo de Sousa.

HeNnrique RIZEK ElIAS .......ooooiiiiiie e 92



Hipatia, Campos do Jordao (SP) iv v. 1, n.1, p. 1-96, dez. 2016

EDITORIAL

S. César Otero-Garcia
Editor Chefe

Caras leitoras e leitores, com muita alegria, neste Ultimo dia de 2016, publicamos o primeiro
numero da HIPATIA — Revista Brasileira de Historia, Educagéo e Matematica.

A HIPATIA foi oficialmente criada em 8 de marco de 2016, dia Internacional da Mulher, a
partir de duas concepgdes principais: ajudar a ampliar o espaco da mulher e do jovem
pesquisador (mestres, doutorandos ou doutores que tenham obtido titulo ha, no méaximo, cinco
anos) na ciéncia no Brasil.

A primeira das concepcdes & relevante ndo sé porque historicamente as mulheres
normalmente foram deixadas a margem da ciéncia, como também, mesmo quando isso néo
ocorreu, acabaram tendo seus nomes apagados ou relegados a segundo plano pelos
historiadores da ciéncia.

A segunda porque, por um lado, hé revistas de iniciagdo cientifica, por outro, os periédicos
ja consolidados acabam por privilegiar trabalhos de pesquisadores ja com carreiras consolidadas:
h&a uma lacuna entre esses dois momentos.

Nesse contexto, a escolha pelo nome da matematica grega Hipatia (370-415) para a nossa
Revista Brasileira de Histéria, Educacédo e Mateméatica mostra-se relevante. Hipatia € a primeira
matematica que se tem registro na historia, tendo se destacado também pela sua condi¢éo de
defensora da liberdade de pensamento e pela sua atuacao dentro da educagédo na Grécia: a sua
escola de filosofia atraia jovens estudantes de todas as partes do mundo romano.

Quando falamos em ampliar espaco estamos nos referindo a composicdo de nossos
conselhos editorial e cientifico e dos autores dos artigos que publicamos: procuramos obter
maioria de pesquisadores que atendam a pelo menos uma das concepg¢des. No caso desta
primeira edicdo, isso nédo foi particularmente dificil. Neste momento, do total de 48 conselheiros,
37 séo jovens pesquisadores e 29 sdo mulheres. Com relagdo aos trabalhos, dos 10 autores, 8
séo jovens pesquisadores e 7 sdo mulheres.

Em termos de tematicas, esta primeira edicdo esta bem distribuida entre as trés que
ajudam a dar titulo & nossa revista: temos 3 trabalhos de histéria da matematica (ALGUNS
ASPECTOS DO DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO CONCEITO DE FUNCAO, de Edna
Maura Zuffi; O QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES COMO HISTORIA DE PROBLEMAS, de
Linlya Sachs; e PRIMEIRO COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA: UMA BREVE
APRESENTACAO DA PARTICIPACAO FEMININA, de Angelica Raiz Calabria e Mariana Feiteiro
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Cavalari); 2 trabalhos de educacdo matematica (QUERIDO DIARIO: O QUE DIZEM AS
NARRATIVAS SOBRE A FORMACAO E A FUTURA PRATICA DO PROFESSOR QUE
ENSINARA MATEMATICA NOS ANOS INICIAIS, de Américo Janior Nunes da Silva e Carmen
Licia Brancaglion Passos; e AS RELACOES COM O SABER ESTABELECIDAS NA ACAO DO
PROFESSOR EM SALA DE AULA: INVESTIGACOES REALIZADAS COM O USO DA MATRIZ
3X3 ENTRE OS ANOS DE 2011 A 2014, de Diego Fogacga Carvalho e Vanessa Largo; 1 trabalho
de matemética (OS TRIKERNELS DE STRATONOVICH E DE BEREZIN PARA J=1 E J=3/2, de
Nazira Hanna Harb); e 1 resenha de um trabalho de educacdo matematica (por Henrique Rizek
Elias).

Esperamos que tenham uma boa leitura e agradecemos a todos que contribuiram direta ou
indiretamente para que esta edi¢éo pudesse ser publicada.

Campos do Jordao, 31 de dezembro de 2016



ARTIGO

ALGUNS ASPECTOS DO DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO
CONCEITO DE FUNGAOQ'

SOME ASPECTS OF THE HISTORICAL DEVELOPMENT OF THE FUNCTION
CONCEPT

ZUFFI, Edna Maura?

RESUMO

O conhecimento da génese histérica dos conceitos matematicos pode ser uma ferramenta de grande valia
para a elaboragéo da linguagem matemética e para uma compreenséo mais profunda desses conceitos. Em
particular, a ideia de fungéo, tendo percorrido muitos séculos desde as suas primeiras nogdes intuitivas, e
tendo chegado a sua elaboragé@o mais recente apenas no século XX, mostra uma grande riqueza histérica a
ser explorada, principalmente na formacao de professores de Matematica. Nossa intengdo, neste artigo, &
trazer a tona alguns fatos da génese histérica desse conceito, propondo também breves reflexdes, obtidas
em nossa pesquisa com professores, ao desenvolverem essa ideia no Ensino Médio.

Palavras-chave: Fungdes. Génese histérica. Linguagem matematica. Professores.

ABSTRACT

The knowledge of the historical genesis of mathematical concepts can be a valuable tool for the development
of mathematical language, and therefore, for a deeper understanding of these concepts. In particular, the
idea of function has covered many centuries since its first intuitive notions, and has arrived at its latest
development only in the twentieth century. This idea shows a great historical wealth to be exploited,
particularly for the training of mathematics teachers. Our intention in this article is to bring to light some facts
of the historical genesis of this concept, as well as to propose brief reflections obtained from our research
with High School teachers that developed it.

Keywords: Functions. Historical genesis. Mathematics language. Teachers.

1 INTRODUCAO

Neste artigo ndo pretendemos fornecer uma anélise minuciosa de todos os aspectos ligados ao
desenvolvimento historico do conceito de fungéo, mas acreditamos que o compartilhar de alguns
desses fatos com os colegas professores possa ser de grande utilidade na compreensao das
diferentes definicdes propostas para o mesmo.

A partir dessas definicbes, e com a constatacao de que nem todas as motivacdes histéricas
que surgiram para seu aprimoramento podem estar presentes em sala de aula, os professores
poderdo fazer uma analise critica dos modos pelos quais essas ideias sdo desenvolvidas com
seus alunos.

Uma de nossas pesquisas (ZUFFI, 1999) mostrou que ha uma diversidade de conceituacdes
para as funcbes, apresentadas pelos professores do Ensino Médio, que variam com o contexto
em que sdo propostas. Mais ainda, revelou que nem sempre o0s professores tém consciéncia
dessas diferencas.

! Este artigo foi originalmente publicado pela Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica-SBEM, na Educagdo
Matematica em Revista, ano 8, n.9/10, em abril de 2001, a qual autorizou previamente sua republicacdo neste periodico.
2Doutora pela Faculdade de Educagéo da Universidade de S&o Paulo (USP), Sdo Paulo, Brasil. Docente no Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computagdo (ICMC) da USP, Sdo Carlos, Sdo Paulo, Brasil. Endereco para
correspondéncia: Av. Trabalhador Sao-carlense, 400, Centro, CEP:13566-590, Sao Carlos, SP, Brasil. Endereco
eletrénico: edna@icmc.usp.br.
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A andlise histérica, entdo, vem nos auxiliar a compreender que a criagdo em Matematica
ndo se da em um momento Unico. Ha fatores socioculturais influenciando fortemente essa criagéo,
todos dependendo dos problemas que as sociedades de cada época propdem como relevantes,
juntamente com a comunidade cientifica. Da mesma maneira, na sala de aula, a elaboragdo das
ideias matematicas depende de problemas levantados pelos alunos e pelo professor, bem como
das formas de expressdo, através da linguagem matematica, com as quais essas ideias sao
abordadas.

2 UM POUCO DE HISTORIA

No trabalho de Sierpinska (1992), encontramos alguns momentos da evolugéo da ideia de funcgéo,
como também a ressalva de que os papéis exercidos pelos conjuntos ‘dominio’ e ‘contradominio’,
envolvidos em sua definicéo, ndo s&o simétricos:

Esta condicdo ndo nos parece um problema agora, mas foi necessario muito
tempo na historia para atingi-la como algo importante para se distinguir a ordem
das variaveis. [...] Os historiadores atribuem a discriminagdo entre as variaveis
dependentes e independentes a Descartes, mas parece que os papéis das
coordgnadas em sua ‘Geometrie’ eram bastante simétricos (SIERPINSKA, 1992,
p. 38)".

N&o parece existir um consenso, entre os diversos autores, a respeito da origem do conceito
de funcdo. Alguns deles consideram que os babilénicos ja possuiam um “instinto de
funcionalidade”. (YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADO, 1998). Podemos encontrar este
“instinto de funcionalidade”, que precede uma ideia mais geral de fungdo, desde cerca de 2000
A.C., em calculos babilbnicos com tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas,
podendo ser tomadas como “fung¢des tabuladas”, destinadas a um fim pratico.

Entre os gregos, as tabelas que faziam a conexdo entre a Matematica e a Astronomia
mostravam evidéncias de que estes percebiam a ideia de dependéncia funcional, através da
interpolacéo linear (YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADO, 1998).

Segundo Boyer (1974), na Francga, héa indicios de ideias primarias de funcdo anteriores a
1361, quando Nicole Oresme, um dos maiores escritores e professores de sua época, descreveu
graficamente um corpo movendo-se com aceleragdo uniforme no tempo. Porém, o trabalho de
Oresme resumia-se a ilustrar aspectos qualitativos, sem se utilizar de medidas
(YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADO, 1998).

Para Youschkevitch (1976), ha trés fases principais do desenvolvimento da nogéo de
fungdo: 1) a Antiguidade, na qual o estudo de casos de dependéncia entre duas quantidades
ainda n&o havia isolado as no¢ées de variaveis e de funcéo; 2) a Idade Média, quando as nocdes
eram expressas sob uma forma geométrica e mecéanica, mas em que ainda prevaleciam, em cada
caso concreto, as descricdes verbais ou gréaficas; 3) o periodo Moderno, a partir do século XVII,
principalmente, que comporta, a seguir, um melhor detalhamento.

Galileu Galilei (1564-1642) contribuiu para a evolugdo da ideia de fungéo, ao introduzir o
quantitativo nas suas representagbes graficas. Nessa época, o aprimoramento dos instrumentos
de medida propiciou a busca de resultados inspirados na experiéncia e na observagao.

5 Todas as tradugdes, neste artigo, sdo de nossa autoria.
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Ja Descartes (1696-1650) utilizou-se de equacdes em x e y para introduzir uma relagdo de
dependéncia entre quantidades variaveis, de modo a permitir o calculo de valores de uma delas, a
partir dos valores da outra.

Entretanto, compreendemos que foi com dos trabalhos de Newton (1642-1727) e Leibniz
(1646-1716) que surgiram as primeiras contribuicdes efetivas para o delineamento desse conceito.

Na teoria de Newton sobre “fluentes” — esse era o termo que ele usava para descrever as
suas ideias de fungbes — estas encontravam-se bastante ligadas a nogéo de curva e as “taxas de
mudanca” de quantidades variando continuamente. E mais ainda, restringiam-se a “imagens
geométricas de uma funcéo real, de variavel real” (CARACA, 1952).

Newton desenvolveu também uma grande habilidade em expressar estes “fluentes” em
termos de séries infinitas, relacionadas a taxas de variagdo, para o calculo de comprimentos,
areas, volumes, distancias, temperaturas, enfim, grandezas variando continuamente. Isso acabou
por resultar em sua tentativa de definir limite de uma funcao, falando em “quantidades” e “taxas de
quantidades” (BOYER, 1974), termos que s&o bastante imprecisos e distantes da nogéo de limite
que conhecemos hoje.

Foi Leibniz, na década de 1670, quem usou o termo “funcdo” para se referir a “certos
segmentos de reta cujos comprimentos dependiam de retas relacionadas a curvas”. Logo depois,
o termo foi usado para se referir a quantidades dependentes ou expressdes (ITO, 1987).

Notamos que as primeiras definicbes do conceito revelam um certo encantamento pela
algebra, na qual a funcdo era dada por uma expressédo algébrica, como veremos a seguir, na
definicdo dada por Jean Bernoulli (1667-1748): “Funcdo de uma quantidade varidvel é uma
quantidade composta de alguma maneira desta varidvel e de quantidades constantes”
(SIERPINSKA, 1992, p. 45).

Jean Bernoulli estava interessado em fungbes que fossem bem-comportadas, devido a
natureza dos problemas para os quais contribuiu, como o aprimoramento da utilizagcdo da regra de
L’Hospital para formas indeterminadas de limite, que envolviam funcdes diferenciaveis. Este
matematico também deu grandes contribuicdes a Geometria Diferencial, com seus estudos sobre
geodésicas em uma superficie. Estudou curvas como a catendria, trajetérias causticas e fungbes
exponenciais simples: y = a*, e gerais: y = x*. Para essa Ultima, propds também sua expanséo
em séries de exponenciais e, integrando-a termo a termo, achou a area sob essa curva. Jean
experimentou vérias notagdes para uma fungdo de x, das quais a mais proxima da notagdo em
uso € “¢px” (BOYER, 1974).

Outra definigdo interessante é a de Leonard Euler (1707-1783), que foi discipulo de Jean
Bernoulli:

Uma funcdo de uma quantidade varidvel é uma expressao analitica, composta de
alguma maneira desta mesma quantidade e numeros ou quantidades constantes.
Assim, qualquer expressao analitica a qual, além da variavel z, contém também
quantidades constantes, é uma fungdo de z. Por exemplo: a + 3z; az — 4zz;
az + b/aa — zz; cz etc; sdo funcgdes de z (SIERPINSKA, 1992, p.45).

Euler, a partir de seu Introductio in analysin infinitorum, de 1748, organizou o célculo
diferencial, ampliando a ideia de “fluentes” de Newton para um ramo mais amplo da Matematica —
a Andlise, a qual se caracteriza pelo estudo de processos infinitos (BOYER, 1974). A partir dai, a
ideia de fungéo tornou-se fundamental para esta area, enquanto esteve implicita na Geometria
Analitica de Fermat e Descartes, e nos estudos de Newton e Leibniz.
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Entretanto, a definicdo dada por Euler ndo explicita o0 que € uma “expressdo analitica”. Nao
podemos, porém, deixar de observar que este matematico trouxe grandes contribuicbes para a
linguagem simbodlica e as notagdes que utilizamos hoje, entre elas, o “f(x)” para denotar uma
funcdo de x (além da letra e, para a base de logaritmos naturais, ® para o perimetro da
circunferéncia dividido por seu diametro, i para v—1, ¥ para somatério etc.).

Em seu Introductio, Euler estabeleceu um tratamento estritamente analitico para as fungées
trigonométricas (em termos de expansdo das mesmas em séries de poténcias), introduzindo
abreviacOes para estas fungcbes que s@o proximas as que conhecemos hoje. Também trabalhou
com séries fracionarias infinitas, estabelecendo relagdes entre a Andlise e a Teoria dos Numeros.
Estudou particularmente as fungdes exponenciais e os logaritmos. Com D’Alembert, trocou
correspondéncias sobre o “problema das cordas vibrantes”, que envolvia equagdes diferenciais e
funcdes diferenciaveis (e, portanto, bem-comportadas).

A imprecisdo da definicdo de limite de uma funcdo proposta por Euler, que se utilizava de
ideias dubias sobre os diferenciais, parece refletir a prépria imprecisdo em sua definicdo de fungéo
e de variavel. Segundo Euler, os diferenciais eram simbolos para “quantidades que sédo zero” e
também “quantitativamente diferentes de zero”. Esta sua proposta foi criticada por D’Alembert, o
qual tentou melhorar o conceito de limite, mas essa questdo s6 foi bem resolvida no século XIX
(BOYER, 1974).

A nosso ver, um detalhe interessante que pode ter indiretamente contribuido para o
aperfeicoamento da definicdo de fungéo — e, particularmente, para a de fungdes logaritmicas e
exponenciais — foi que Euler esclareceu que os logaritmos de ndmeros negativos ndo sao
nameros reais. Isto era bastante confuso, até entéo, e acabou por levar a se pensar em restricbes
para os dominios destas fungbes e para as bases consideradas. Euler também trabalhou com as
funcdes seno e cosseno para numeros complexos, o que, juntamente com os estudos de
D’Alembert a este respeito, serviu como antecipacdo de um ambiente favoravel para o
desenvolvimento da teoria de fungdes de variaveis complexas de Cauchy, no século XIX.

Outra definicdo interessante de funcdo é a do matematico francés Jean-Louis Lagrange
(1736-1813) e que ja incorpora ao conceito a possibilidade de termos vérias variaveis:

Chama-se fungdo de uma, ou varias quantidades, toda expressao de calculo na
qual estas quantidades entram de uma maneira qualquer, misturadas ou ndo com
outras quantidades, que se veem como valores dados e invariaveis, de modo que
as quantidades da fungdo podem receber todos os valores possiveis. Assim, nas
funcdes considera-se somente as quantidades que se consideram variaveis, sem
consideragéo as constantes que podem estar ai misturadas. (SIERPINSKA, 1992,
p.45).

A Segunda metade do século XVIII foi uma época de importantes publica¢gdes que serviram
de livros-texto para cursos de Matematica, que surgiram particularmente na Franga. Em 1788,
Lagrange publicou seu Mecanique Analytique, no qual apresentou a Analise por meio de um
tratamento por postulados (BOYER, 1974). Utilizou as notagdes f'(x), f"'(x), ..., f*(x) para a 17,
2% ..., n-ésima derivada da fungao f(x). Também trabalhou com a expans&o de fungdes em séries
de poténcias, mas deixou lapsos quanto a convergéncia destas séries e também no estudo de
fungbes que ndo eram expressas em séries infinitas. Lagrange publicou resultados sobre
mecanica e teoria de equagbes, contribuindo com o “método da variagdo dos parédmetros” para a
solucdo de equagdes diferenciais lineares n&o-homogéneas, e com os “multiplicadores de
Lagrange”, para maximos e minimos condicionados de uma fungdo f(x,y,z,w) — aqui,
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relembramos que sua definicdo de fungdo tem o cuidado de incluir fungdes de varias variaveis.
Também se interessou pela Teoria dos Numeros e, na Algebra, contribuiu com o teorema que diz
que a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo em que este se insere.

Percebemos que esta foi uma época de grande entusiasmo pelo Calculo, porém isto n&o foi
suficiente para que se extinguissem por completo as confusdes sobre seus principios basicos. No
entanto, as discussdes geradas nesse periodo parecem ter tido fortes influéncias no
desenvolvimento da “era do rigor”, no século seguinte.

Outro matematico francés a quem se atribui muito desse rigor, € Augustin Cauchy (1789-
1857), o qual influenciou marcadamente a Matematica do inicio do século XIX. Embora Gauss
(1777-1855) o tivesse acompanhado em termos do rigor empregado em seus trabalhos, o fato de
Cauchy ter publicado mais e apresentar maior aptiddo para o ensino parece ter-lhe rendido mais
créditos.

A definicdo de funcdo, segundo Augustin Cauchy, era: “Chamam-se fungbes de uma ou
varias quantidades variaveis as quantidades que se apresentam, no célculo, como resultados de
operacoes feitas sobre uma ou varias outras quantidades constantes ou variaveis” (SIERPINSKA,
1992, p.45).

Embora Ihe seja atribuido o rigor do século XIX, observando com o olhar atual, ndo nos
parece que esta definicdo seja muito precisa, pois néo esclarece, de pronto, qual seria a natureza
dessas “operagbes” feitas sobre as variaveis. Apesar disso, a teoria de fungdes de uma variavel
complexa foi desenvolvida por Cauchy, a partir de 1814.

Notamos que esse matematico ja incorporava, como fundamento de suas teorias, o conceito
de limite de D’Alembert, olhando os infinitesimais como variaveis dependentes. Ele também
forneceu uma definicdo mais satisfatéria de fungdo continua e sua definicdo para a derivada
deixava claro que fungdes descontinuas em um ponto ndo seriam ai diferenciaveis, embora
graficos descontinuos pudessem determinar uma area bem definida.

Podemos observar algumas similaridades nos trabalhos de Cauchy e Bolzano (1781-1848).
Este dltimo, por volta de 1840, parecia reconhecer que os nimeros reais ndo sdo enumeraveis, ou
seja, que seu “infinito” é diferente daquele dos conjuntos de nimeros naturais € inteiros.

Enquanto Newton, a sua época, preocupava-se com curvas suaves e continuas, que
representavam movimentos e fendmenos mecanicos, Bolzano, em 1834, apresentava uma fungéo
que era continua, mas que néo era diferenciavel em nenhum ponto do intervalo em que se definia.
Este exemplo, nada “comportado”, passou despercebido até ser redescoberto e difundido por
Weierstrass (1815-1897).

Segundo Boyer (1974), o termo “funcdo” é uma palavra-chave em Andlise, e foi
especialmente na clarificacdo deste termo que o processo de aritmetizacdo da Analise surgiu,
tendo Fourier um papel destacado nesse processo.

As diferencas de opinido entre D’Alembert e Euler, na metade do século XVIlI, sobre a
solugdo do “problema da corda vibrante”, e a solugdo apresentada por Daniel Bernoulli (que
parecia implicar periodicidade e ser menos geral que a solugdo dada pelos primeiros), foram
eliminadas em 1824, por Fourier (1768-1830), quando esse Ultimo mostrou nao ser este o caso.

Para Fourier, qualquer fungcdo y = f(x) poderia ser representada por uma série do tipo:

1 [oe]
y= an + Z(an cosnx + b, sennx),

n=1
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e esta conferiria maior generalidade ao tipo de fungdo que poderia ser estudada. A série de
Taylor, por exemplo, exigia fungdes diferenciaveis, enquanto que para a representagéo de Fourier,
bastaria que as func¢des fossem continuas e diferenciaveis por partes, podendo apresentar, assim,
infinitos pontos de descontinuidade na reta.
Em 1837, Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) propds a seguinte definicdo geral de
funcao, que foi amplamente aceita até meados do século XX:
Se uma variavel y esta relacionada a uma variavel x de modo que, ao se
atribuir qualquer valor numérico a x, existe uma regra de acordo com a

qual um unico valor de y é determinado, entdo y ¢ dito ser uma funcéo da
variavel independente x (SIERPINSKA, 1992, p.46).

Embora esta dltima chegue préximo a nog¢do moderna de fungdo, aquela época, os
conceitos de “conjunto” e de “numero real” ainda ndo haviam sido precisamente estabelecidos.
Mas a “regra” proposta por este matematico poderia ser bastante arbitraria. Dirichlet propfs a
seguinte fungdo real: f(x) = ¢, para os valores de x irracionais, e f(x) = d # ¢, para os valores
de x racionais, o que determinava, ja aquela época, uma funcdo bastante “mal comportada” e ndo
visualizavel num gréfico (BOYER, 1974).

Foi esse matematico quem forneceu as primeiras provas rigorosas para a convergéncia das
séries de Fourier, para fungfes restritas a certas condicoes.

Segundo Boyer (1974), o ano de 1872 foi crucial para a aritmetizagdo da Analise, com a
investigacdo da natureza das fungbes e da nogcdo de nimero (faltava, a época, uma defini¢éo
mais precisa para “numero real”), que se iniciou com a proposta das séries de Fourier.

Bolzano j& apresentara provas puramente aritméticas para seus resultados e a redescoberta
de seu exemplo de fungdo continua e néo-diferenciavel, por Weierstrass, levou este Gltimo a
elaborar o teorema de Bolzano-Weierstrass®. Por outro lado, Riemann havia exibido uma fungéo
f(x) que era descontinua em quase toda parte de um intervalo e cuja integral existia e definia uma
fungéo continua.

Somando-se a estes fatos, em 1844, Liouville exibia uma classe de numeros reais nao-

.. , 1 ;
5 e os nUmeros da forma Z;":lm. A transcendentalidade de

m, 2, e, e foi mostrada por essa ocasido, provando-se que estes nimeros n&o s&o algébricos.

algébricos: os “numeros de Liouville

Em 1872, cinco matematicos, incluindo-se Weierstrass, propuseram uma teoria de nimeros
reais como limites de sequéncias de numeros racionais. Weierstrass viu a necessidade de se dar
uma definicdo de nimero irracional que corrigisse o erro l6gico de Cauchy. Este Gltimo definia todo
limite de sequéncia como numero real e, por outro lado, um nimero real como limite de uma
sequéncia (de racionais). Weierstrass tentou adequar a questédo, propondo a existéncia de um
limite para a sequéncia convergente e fazendo desse limite o nimero real correspondente.

Também em 1872, um argumento mais completo para o problema dos numeros reais foi
dado por Dedekind (1831-1916). Este chegou a conclusé@o de que a esséncia da continuidade de
um segmento de reta ndo € a ideia vaga de “estar proximo”, mas uma propriedade oposta, em
certo sentido: a natureza da divisdo do segmento em duas partes, por um ponto do segmento
(ideia de “cotas superiores e inferiores”). Com os “cortes de Dedekind™ no sistema de nimeros

* Todo conjunto limitado S, contendo infinitos elementos (pontos ou nimeros) contém no minimo um ponto limite.

® Para maiores detalhes, ver Marchiori (2013).

® Para toda divisao dos nimeros racionais em duas classes A e B, tais que cada niimero da primeira classe, A, é menor
do que todo numero da segunda classe, B, existe um sé nimero real produzindo este ‘Schnitt’, ou corte de Dedekind. Se
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racionais, o conjunto dos nameros reais mostrou-se realmente como uma construgéo intelectual
humana e pouco intuitiva.

Ainda no ano de 1872, surgiu a definicéo precisa de um conjunto infinito, dada por Dedekind
(na condicao de que um de seus subconjuntos proprios esteja em correspondéncia biunivoca com
o conjunto dado). Também Heine forneceu a definicdo de limites em termos de ¢’s e §’s que
conhecemos hoje, resolvendo o problema de termos ainda imprecisos usados por Cauchy, como:
“valores sucessivos”, “aproximar indefinidamente” e “tdo pequeno quanto se queira”. A partir dai,
os teoremas fundamentais de limites poderiam ser provados rigorosamente.

Georg Cantor (1845-1918) também apresentou contribuicbes sobre a nogéo de “infinito”,
mostrando que os infinitos dos naturais e dos reais ndo eram 0s mesmos.

O matematico italiano, Giuseppe Peano (1858-1932) também deixou contribuicdes a nogédo
de numero, que, a nosso ver, podem ter influenciado na elaboragéo final do conceito de funcao.
Peano tentou desenvolver uma linguagem que deveria conter ndo somente a légica, mas todos os
ramos mais importantes da Matemética. Fez uma escolha feliz para varios simbolos matematicos
que utilizamos ainda hoje €,u,n, 2. Porém, sua maior contribuicéo talvez esteja nos trés conceitos
primitivos que estabeleceu em seus fundamentos de aritmética: o zero, o conceito de nimero
(inteiro n&o-negativo) e a relagéo de “ser sucessor de”, 0s quais, junto com seus cinco postulados,
forneceram uma construgéo rigorosa do conjunto dos nimeros naturais.

Em seu Sulla definizione de funzione, Atti dei Lincei, de 1911, Peano propde reduzir o
conceito de fungdo ao conceito de relagdo univoca (SIERPINSKA, 1992, p.48).

Na primeira metade do século XX, surgem as publicacbes de Bourbaki, que era o
pseuddnimo de um grupo de matematicos do qual participavam André Weil e Jean Dieudonné. E
de Bourbaki a definicdo de funcdo, usada atualmente nos meios matematicos e cientificos, e que
foi proposta em 1939: “uma fung&o € uma tripla ordenada (X,Y, f), em que X e Y s&o conjuntos e
f é um subconjunto de XxY, tal que, se (x,y) € f e (x,y") € f, entdo y = y'” (SIERPINSKA, 1992,
p.30).

Com esta definicdo mais geral — na qual o conceito de funcdo pode ser definido de uma
maneira simbolica, formal e quase que sem usar palavras da lingua materna — e com a eliminagéo
dos problemas l6gicos que envolviam a construgéo do conjunto dos nimeros reais, hoje é possivel
elaborar fungbes muito mais abrangentes. Por exemplo, aquelas usadas no sentido de
“aplicagbes”, definidas em conjuntos quaisquer, ou em estruturas da Algebra, onde os dominios e
imagens séo “grupos”, “corpos”, “anéis” etc. Dentro da prépria Andlise, o conceito se estende a
ideia de “funcional”’, quando o seu dominio é um espacgo de fungdes, ou seja, quando temos, a
grosso modo, “funcéo de fungdes”. As sequéncias, numéricas ou mais gerais, passam agora a ser
vistas como exemplos de fungdes, cujo dominio € o conjunto dos numeros naturais.

Com o que foi anteriormente exposto, observamos que os problemas que ocupavam o0s
matematicos, em cada época, exerceram forte influéncia na elaboragéo do conceito de fungéo. Na
Antiguidade, a preocupacéo de Aristételes era apenas a de descrever mudangas e relagdes que
ocorriam na natureza de uma maneira qualitativa (CARACA, 1952). Com Newton e Leibniz, houve
uma quebra nesta visdo da ciéncia e os problemas que preocupavam os matematicos, até a
época de Cauchy, estiveram relacionados com fungbes bem-comportadas (continuas e
diferenciaveis), com as quais se pretendia resolver aspectos quantitativos a eles relacionados.

A contém um ponto de maximo como elemento, ou B contém um minimo, entdo o corte define um numero racional.
Caso contrario, o corte define um numero irracional (BOYER,1974).
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A necessidade de estender a nocdo de fungdo para além daquelas “expressaveis
analiticamente”, ou visualizaveis com o recurso de um grafico, apareceu na histéria com a
polémica gerada entre Euler, D’Alembert e Bernoulli, sobre o “problema da corda vibrante”. Esta
polémica teve seu desfecho com o estudo das séries de Fourier, que foram aperfeicoados por
Dirichlet, na busca de condi¢des mais rigorosas para sua convergéncia.

As consequéncias l6gicas da definicao de Dirichlet e da posterior elucidagéo da questao da
definicdo dos nimeros reais acabaram por gerar exemplos que estao fora do protétipo do que era
originalmente concebido como funcéo. Hoje, esse conceito ndo se reduz apenas a aspectos
numéricos e quantitativos. Segundo Sierpinska (1992), uma fung&o ndo se concebe nem como lei,
nem como valor, na definicdo atual, mas como a sintese desses dois aspectos, juntamente com
0s conceitos de dominio e contradominio.

3 ALGUMAS REFLEXOES SOBRE O ENSINO DO CONCEITO DE FUNGAO

A partir dos resultados obtidos com uma de nossas pesquisas com professores do Ensino Médio
(ZUFFI, 1999), vimos que, ao fazerem uso da linguagem matematica para expressar suas proprias
concepgdes sobre o conceito de fungédo, esses professores apresentaram visfes diferenciadas
quando se reportavam as definicdes informalmente e quando eram solicitados a fornecer
definicbes formais. Cada uma dessas visdes identificou-se com um momento histérico diferente
para o conceito. Maiores detalhes dessa pesquisa podem ser acessados em Zuffi e Pacca (2000).

No caso formal, as definicbes foram elaboradas de maneira a atingir as mais recentes
propostas histéricas, muito préximas as definicdes de funcdo de Dirichlet e Bourbaki, enquanto
que no tratamento informal, ou com exemplos e resolugbes de problemas/exercicios, as ideias
propostas para as fungbes estavam muito mais proximas da definicdo de Euler, dando destaque
para as expressoOes analiticas (algébricas) que representavam as fungbes. Assim, pudemos notar
que os professores do Ensino Médio que foram investigados, a época, faziam uma separacao
bastante dicotdmica entre o “tedrico” e o “pratico”, relegando ao primeiro, um papel muito menor.
Em geral, as definicbes formais eram colocadas na introdugcdo do assunto (fungbes) e depois
eram abandonadas ao tratarem dos exemplos, exercicios e problemas relativos ao tema (em
geral, nesta ordem), sem que houvesse uma aproximagdo mais detalhada das ideias que cada
uma delas destacava. Acreditamos que essas praticas ainda persistam para muitos professores,
ao tratarem dessa temética em sala de aula.

Vimos, também nessa investigagdo, que obstaculos epistemolégicos que ocorriam com
alunos, apontados por Sierpinska (1992), também surgiram com os professores acompanhados. E
comum que estes pensem nas funcbes somente em termos de equagbes e de elementos
desconhecidos a serem extraidos delas e que as ideias que estas englobam, de conjuntos,
relacdo e variabilidade figuem perdidas, muitas vezes. Outro obstaculo evidenciou-se quando
esses professores mostraram dificuldades em determinar quais eram as variaveis dependentes e
independentes, para alguns casos propostos. Vemos que isso se assemelha ao fato de que as
primeiras aproximacgdes historicas da ideia de fungéo também n&o faziam clara distingdo entre
variaveis dependentes e independentes — estas consagradas ap6s o maior desenvolvimento da
Analise e da Teoria de Conjuntos — e, ainda, identificavam mais a fungdo com uma expressao
analitica (parte mais completa de uma equacgéo, como na definicdo de Euler), do que com uma
relag@o especial entre duas variaveis.

Esses professores também tiveram dificuldades em perceber os papéis ndo simétricos dos
conjuntos de dominio e contradominio, talvez devido ao fato de ndo considerarem relevantes as
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definicdes mais atuais e formais para func¢des. Isso ndo seria um problema, se os varios exemplos
fornecidos pelos professores deixassem mais evidentes essas diversas nuangas da definicao
formal. Mesmo exemplos de relagdes entre variaveis, que ndo se adequam a presente ideia de
funcionalidade, apareceram muito raramente entre os professores observados em suas praticas
de sala de aula.

Com relagé@o a nogéo de numero, os resultados evidenciaram um outro obstaculo: embora a
grande maioria dos casos de fungdes envolvesse o conjunto dos reais, as variagdes de valores,
propostas pelos professores pesquisados em sala de aula e nas entrevistas, ocorriam sempre (e
apenas) dentro de um conjunto reduzido de nimeros racionais, ou mais frequentemente ainda, de
um subconjunto pequeno de numeros inteiros. Constatamos que isso ocorria mesmo apo6s 0s
professores fazerem, em classe, o estudo do conjunto dos nimeros reais.

Vemos novamente que, do ponto de vista historico, as construgdes formais do conjunto dos
numeros reais e da ideia de continuidade da reta real, e consequentemente da propria
continuidade das fun¢des mais usuais, também demoraram para se solidificar. Talvez por esse
motivo persistam, no ensino desse conceito, abreviagbes para os tratamentos em conjuntos
numéricos finitos e com elementos esparsos (naturais e inteiros), uma vez que 0s contextos em
que as funcdes sdo apresentadas no nivel basico se assemelham aos contextos histéricos mais
remotos, de estudos de fungdes bem-comportadas que representavam movimentos simples, no
inicio do periodo moderno. Para os alunos do Ensino Médio, em geral, isso ndo deve se constituir
num grande problema; entretanto, se o professor tiver consciéncia desses fatos histéricos que
envolvem a génese e o desenvolvimento do conceito matematico de fungdo, podera trabalhar
mais adequadamente os casos em que ndo temos continuidade (por exemplo, em situagdes de
dados estatisticos isolados, em que se traga uma curva de aproximagdo continua para esses
dados, mas nao se pode afirmar que todos os pontos se adequem a essa curva, expressando
uma tendéncia, apenas).

A ftransposicdo didatica (CHEVALLARD, 1991) para o conceito de fungdo nos pareceu
ocorrer de maneira obliqua, de modo que é essencialmente a definicdo formal de Dirichlet,
proposta no final do século XIX e, portanto, mais recente, que chega a sala de aula do Ensino
Médio hoje, quando esses professores se reportam aos seus aspectos mais formais. Ao mesmo
tempo, perderam-se as conceituagdes historicas intermediarias, mas algumas dessas (como a de
Euler), ainda que sem o conhecimento do professor, refletem-se nos exemplos apresentados.

As imagens conceituais (VINNER, 1991) — grosso modo, imagens mentais mais imediatas
que os individuos evocam ao ouvirem o nome de um conceito — que identificamos para os
professores investigados, através de um questionario, resumiram-se aos casos presentes no
curriculo do Ensino Médio (fun¢des polinomiais de 1°, 2° e no maximo (em poucos casos) 3°
graus, fungdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas). Ou seja, suas imagens conceituais
para fungdes resumiam-se aquelas com expressdes analiticas “bem comportadas” e que, em
geral, ensinavam na primeira série desse ciclo. Os raros casos, que apenas dois dos sete
professores observados exemplificaram com fungbes descontinuas, nas aulas observadas,
ofereceram dificuldades de tratamento por esses professores.

Nossa pesquisa apontou que os entrevistados ndo pareciam estar cientes dessa separagédo
didatica que faziam entre o formal e o pratico. Ao conhecerem alguns dos processos histéricos
que evidenciam a génese do conceito de funcdo, como uma construgdo humana que se altera no
tempo e no espaco, talvez pudessem trazer a tona uma maior consciéncia de suas proprias
concepcgoes a este respeito e também do modo como ensinam sobre esse assunto.
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Diante das consideragdes anteriormente levantadas, podemos concluir que a formagéo que
temos proporcionado aos professores de Matematica do Ensino Médio, seja ela inicial ou
continuada, e do modo como a efetivamos, ainda néo os tem conduzido a uma adequada reflexdo
sobre o uso que fazem da linguagem matematica. Nossa pesquisa trouxe indicios de que essa
linguagem néo € vista por eles nem como uma construcdo histérica e dinamica da Matematica,
como area do conhecimento humano, nem como ferramenta para resolver problemas, da vida
pratica ou de outras ciéncias.

Este passeio pela génese histérica do conceito de fungao mostra o quanto sua elaboragéao
foi complexa e quantos estudiosos contribuiram para essa génese, em cada periodo, imersos num
ambiente de problemas matematicos que era caracteristico de cada época. Os conhecimentos
histéricos podem, entéo, colaborar com os professores para uma reflexdo mais profunda sobre as
ideias matematicas. Particularmente com relagdo as fungdes, eles podem auxiliar o professor a
refletir sobre suas concepgdes pessoais do assunto, dentre as diversas formalizacdes
matematicas propostas ao longo dos séculos, e sobre como essas concepgbes se relacionam a

sua atividade em sala de aula e podem influenciar no aprendizado de seus alunos.
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ARTIGO

O QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES COMO HISTORIA DE
PROBLEMAS'

EUCLID’S FIFTH POSTULATE LIKE PROBLEMATIC HISTORY
SACHS, Linlya®

RESUMO

Neste artigo, temos como propoésito apresentar uma reconstrugédo histérica feita com fins historiograficos do
surgimento das geometrias néo euclidianas como resultado das discussdes em torno do quinto postulado de
Euclides. Para isso, recorremos a histéria de problemas, por entendermos que ela se adequa ao tema em
questdo e ao proposito historiografico. Utilizamos fontes historiograficas, tradugdes e edi¢cbes de fontes
primarias, textos matematicos posteriores ao periodo historico e textos filosoficos. Apresentamos a
reconstrugao historica em trés partes, que retratam fases no desenvolvimento do problema e das tentativas
de soluciona-lo. A primeira contextualiza a escrita do livro Os Elementos, por Euclides, e as questdes iniciais
em torno do quinto postulado — como, por exemplo, outras formas de enuncia-lo. A segunda apresenta as
tentativas de prova do quinto postulado, em periodos e locais diversos e por que elas ndo foram bem-
sucedidas. A terceira e Ultima parte mostra o surgimento das geometrias ndo euclidianas a partir das
discussdes anteriores.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Reconstrugao historica. Historiografia. Geometrias néo euclidianas.
Quinto postulado.

ABSTRACT

This paper aims to show a historical reconstruction, for historiographical purposes, of the appearing of the
non-Euclidian geometries, involving the Euclid’s fifth postulate. We employ the problematic histories to do
this, because we understand it is appropriate to topic and to historiographical purpose. We use
historiographical sources, translations and editions of primary sources, later mathematical texts to the
historical period and philosophical texts. The historical reconstruction is divided in three parts, which show
the phases in the problem development and the attempts to solve it. The first one contextualize the writing of
the book The Elements by Euclid and initial questions around the fifth postulate — as, for example, other
forms of state it. The second one shows the successful and unsuccessful attempts to prove the fifth
postulate, in different places and periods and why they are unsuccessful. The third one presents the
appearing of the non-Euclidian geometries from previous discussions.

Keywords: Mathematics Education. Historical Reconstruction. Historiography. Non-Euclidian Geometries.
Fifth Postulate.

1 INTRODUCAO

Quando lerem a obra de um historiador, prestem atentamente atengéo a sua voz.
Se ndo ouvirem nada, € porque sdo surdos ou porque o0 vosso historiador & um
perfeito macante. Nao, na verdade, os fatos ndo se assemelham aos peixes
expostos na banca do comerciante. Assemelham-se aos peixes que nadam no
oceano imenso e muitas vezes inacessivel; o que o historiador apanhara depende
em parte do acaso, mas sobretudo da regido do oceano que tiver escolhido para a
sua pesca e da isca de que se serve. Estes trés fatores sdo, evidentemente,
determinados pelo tipo de peixes que se propdes apanhar. Em geral, o historiador
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obteré o tipo de fatos que deseja encontrar. Histéria significa interpretacdo (CARR,
1962, apud SCHAFF, 1996, p. 235).

A metafora acima reflete o entendimento que temos de que a histéria é uma atividade humana
interpretativa. Nao ha histéria por si, livre de interpretagdes, de escolhas, de relagdes e de
objetivos, como se ela existisse antes da atividade humana; aquele que constréi a histéria — e ela
€ construida —, necessariamente, faz suas interpretacbes e relagdes, realiza escolhas e tem seus
objetivos, assim como carrega consigo suas teorias e sofre influéncias do meio em que vive.

O que nos propomos a fazer aqui € uma reconstrucao histérica sobre o quinto postulado de
Euclides — e assim a chamamos, “reconstru¢do”, pois valemo-nos de construgdes histéricas ja
realizadas — e, como toda (re)construgéo histérica, temos objetivos especificos e esclarecemos a
seguir. Antes, gostariamos de destacar dois objetivos distintos e representativos em
(re)construgdes historicas no ambito da Educagdo Matematica, abordados por Barbosa e Silva
(2013): o objetivo historiogréafico e o objetivo pedagbgico.

Enquanto uma (re)construgéo histérica com objetivo historiogréafico visa a constituicdo de
uma histéria para o registro de fatos e do estabelecimento de relagbes entre eles, a (re)construgéo
historica com objetivo pedagégico tem fins de ensino, de aprendizagem e de formacédo humana.
Neste caso, Miguel e Miorim (2005) diferenciam, ainda, argumentos de carater ético, que sé@o
aqueles que propbéem que a histéria contribua para a construcdo de valores e atitudes na
formacéo integral do cidaddo, dos argumentos de carater epistemol6gico, que focalizam o
conhecimento (no caso, matemético) propriamente dito, sendo a histéria potencial para sua
compreensao.

Neste artigo, temos objetivo especificamente historiografico. Porém, entendemos que uma
(re)construgdo com objetivo historiogréafico pode ser pedagogicamente Util, apesar de ndo ser uma
“histéria pedagogicamente vetorizada” (MIGUEL; MIORIM, 2005).

Nesse sentido, alguns pesquisadores indicam que professores que querem utilizar uma
abordagem histérica em suas aulas reclamam da auséncia de materiais nos quais possam se
basear. Siu (2006), por exemplo, mostra que 64% de 608 professores entrevistados concordam
que ha a auséncia de material para que incrementem historicamente suas aulas de matematica.
Situacdo semelhante é relatada por Martins (2007), que indica que a maior dificuldade encontrada
por 88 professores (nesse caso, de Fisica) entrevistados para o trabalho com histéria e filosofia da
ciéncia é a falta de material adequado.

Assim, neste artigo, temos como proposito apresentar uma reconstrugéo histérica feita por
nés, com fins historiograficos, do surgimento das geometrias néo euclidianas como resultado das
discuss6es em torno do quinto postulado de Euclides.

2 FUNDAMENTACAO TEORICO-METODOLOGICA
Para fazermos a reconstrucéo histérica pretendida, optamos aqui pela abordagem da histdria de
problemas, proposta por Mayr (1998). Entendemos que esse tipo de historiografia, em
comparagdo com outras quatro apresentadas pelo autor, € a mais adequada aos nossos objetivos.
Mayr (1998) identificou algumas regularidades na escrita da histéria das ciéncias e isso o
levou a agrupar esses modos de escrita em cinco tipos: histéria lexicografica; histéria cronolégica;
historia biografica; histéria cultural e sociologica; e histéria de problemas.
A histdria lexicografica €, essencialmente, descritiva e busca responder questdes como “o
qué?”’, “quando?” e “onde?” — o que da um carater superficial, pontual e fragmentado a
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reconstrugdo historica. A historia cronolégica foca em periodos e nos acontecimentos la situados.
Um exemplo de obra historiografica da histéria da matematica com esse aspecto &€ o livro
Introducdo a Historia da Matematica, de Eves (1995). Um ponto fraco desse tipo € ndo abarcar a
longevidade dos problemas, como é o caso que apresentamos neste artigo: o quinto postulado de
Euclides caracteriza-se como um problema que durou mais de 2000 anos, como veremos ha
secdo seguinte. A historia biografica apresenta o desenvolvimento das ciéncias a partir de
personagens, isto é, da vida de pessoas. Obviamente, a ciéncia € uma atividade humana e as
pessoas envolvidas tém importancia fundamental nos resultados alcangados; porém, nortear-se
pela questdo “quem?” pode ofuscar questbes contextuais e reforcar a constru¢do de mitos e
génios nas ciéncias. A histdria cultural e sociologica situa a ciéncia em seu meio cultural, social,
econdmico, politico e intelectual, o que, por um lado, contribui para a compreensao de relacdes
entre os acontecimentos, sem isolar a ciéncia de seu entorno, por outro lado, dificulta a atividade
do historiador, que deve, nesse caso, vincular a atividade cientifica a aspectos externos muito
diversificados. Para exemplificar essa dificuldade, Mayr (1998) faz perguntas que, nessa
perspectiva, seriam respondidas pelos historiadores: Por que os gregos tinham interesse em
questdes cientificas? Qual o efeito do protestantismo na ciéncia? Entendemos que as relagbes
existem e devem ser explicitadas, contudo sublinhamos a imensa dificuldade em estabelecé-las.
Por fim, a histéria de problemas parte de problemas cientificos, de questdes relativas a métodos
que podem ser empregados e ferramentas conceituais e intelectuais disponiveis para a resolugao
do problema, além de considerar tentativas bem-sucedidas e fracassadas, situando-as no
contexto social e intelectual.

O surgimento das geometrias ndo euclidianas, antecedido pela tentativa de demonstragao
do quinto postulado de Euclides, adequa-se a proposta de historiografia da histéria de problemas,
por ser, justamente, um problema. Foi um problema matematico que mobilizou muitas pessoas em
busca de solugdes, com abordagens distintas, dependendo da atividade de outros matematicos,
das condi¢des filoséficas, das influéncias de fatores externos a mateméatica — como a religido, em
especial na ldade Média, e as condigbes econdmicas que permitiam que alguns se dedicassem
prioritariamente a atividades intelectuais na Grécia Antiga.

Assim, a abordagem que utilizamos na reconstrucédo histérica buscara situar o problema
em seu meio e considerar tentativas que ndo solucionaram o problema — e por que ndo —, mas
que se relacionam com outras e com aquelas que solucionaram.

Utilizamos, principalmente, fontes historiograficas para a nossa reconstrugdo, como textos
de histéria da matematica (BARKER, 1969; CHABERT, 1997; KATZ, 1998; STRUIK, 1992;
D’AMBROSIO, 1996; EVES, 1995; JAOUICHE, 1986; TRUDEAU, 1987; BONOLA, 1955; NOBRE,
2009; ROSENFELD, 1988; SMITH, 1958); mas, também, utilizamos textos matematicos, sejam
traducdes e edi¢des de fontes priméarias (EUCLIDES, 2009; HEATH, 1968; EINSTEIN, 2005) ou
obras mais recentes, que abordam, matematicamente, essas questdes (WOLFE, 1945;
GREENBERG, 2001; ARCARI, 2008). Apoiamo-nos, ainda, em textos filoséficos, que
fundamentaram parte de nossas analises na reconstrugéo histérica (BARKER, 1969; KUHN, 1988;
CARNAP, 1995; CROWE, 1975; CORRY, 1996).

Nossa posicdo relativa a constituicdo da histéria considera a importancia do historiador,
ndo apenas como aquele que “relata” os fatos histéricos, mas aquele que os constréi. Schaff
(1996) diferencia dois tipos de entendimentos sobre fatos historicos: (i) como ponto da partida, em
que existem fatos “brutos” e o historiador parte deles para fazer seu trabalho — a histéria; e (ii)
como consequéncia, em que o historiador parte de suas teorias para escrever a histéria e, assim,
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constitui os fatos historicos. Assumimos o segundo posicionamento. Nas palavras do autor, “n&o
ha portanto ‘fatos brutos’: estes, por definicdo, ndo podem existir. Os fatos com que lidamos na
ciéncia, e mesmo em geral no conhecimento, trazem sempre a marca do sujeito” (SCHAFF, 1996,
p. 228).

Esse autor também afirma que n&o ha acontecimentos que se destacam por si s6, “a
‘importancia’, o ‘significado’ de um acontecimento € uma qualificagdo valorizante que precisa da
existéncia ndo s6 do objeto valorizado, mas também do sujeito valorizador” (SCHAFF, 1996, p.
234). Porém, como ele reforga, isso ndo significa que essa escolha seja arbitraria, ou seja, que o
historiador pode tornar qualquer fato um fato histérico. Esse tipo de atividade, de constituicdo da
histéria, ndo é arbitrario, pois, primeiro, os acontecimentos sdo objetivos, segundo, porque o
historiador tem mé&os atadas pela teoria e, terceiro, porque o historiador estd condicionado
socialmente pelos interesses de sua época, de sua classe social etc.

Com essa compreensdo da  histéria, fundamentamo-nos teoricamente e
metodologicamente para a reconstrugéo histérica do quinto postulado de Euclides, como historia
de problemas.

3 0 QUINTO POSTULADO COMO HISTORIA DE PROBLEMAS

A reconstrucao histérica que fizemos em torno do problema do quinto postulado de Euclides pode
ser dividida em trés partes e foi assim que organizamos o texto: Euclides e Os Elementos;
Tentativas de prova do quinto postulado; e Geometrias ndo euclidianas. Antes de ser uma divisdo
cronologica, apesar de refletir as questbes temporais, retrata uma divisdo de fases no
desenvolvimento do problema e das tentativas de soluciona-lo. Apresentamos a seguir essa
reconstru¢do, como uma historia de problemas.

3.1 Euclides e Os Elementos

A obra Os Elementos é atribuida a Euclides, mas pouco se sabe sobre ele. Ha trés grandes
hipbteses sobre sua autoria, apresentadas por Nobre (2009): Euclides vivera entre os anos
aproximados de 325 a.C. e 265 a.C., na Alexandria, e fora realmente quem escrevera essa obra e
outros trabalhos; Euclides fora o lider de um grupo de mateméticos de Alexandria e juntos
escreveram varios trabalhos, mas assinavam em seu nome; as obras atribuidas a Euclides foram
escritas por um grupo de matematicos que adotara o nome de Euclides em referéncia a Euclides
de Megara, que vivera cerca de cem anos antes. “Acontece com Euclides 0 mesmo que com
outros matematicos da Grécia Antiga: restam-nos apenas macérrimas informagdes sobre a vida e
a personalidade do homem” (BICUDO, 2009, p. 41).

Seguindo a primeira dessas hipéteses, como indica Brito (1995, p. 34), acredita-se que
Euclides tenha sido um funcionario do Museu, uma instituicdo subsidiada pelo Estado onde
deveria ser organizado todo o conhecimento cientifico existente nessa fase alexandrina da cultura
grega®. Por isto, a obra Os Elementos ser composta de compilagées de trabalhos de outros
autores anteriores a Euclides. Essa obra ainda foi por muito tempo um modelo do que o
pensamento cientifico deveria ser (BARKER, 1969, p. 28).

Da mesma forma, ndo se sabe ao certo o que pertencia de fato ao original de Os
Elementos, ja que nado existe nenhum texto original da obra. Existem apenas os manuscritos em

8 Alexandria, cidade do Egito, nessa época, era uma cidade cosmopolita habitada tanto por egipcios quanto por gregos
(BRITO, 1995, p. 33).
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grego, latim e arabe que chegaram a Europa no século XII. Por isto, ndo se sabe o que pertencia
ao original e o que pertencia aos varios comentaristas, tradutores e copistas (CHABERT, 1997, p.
287). De qualquer maneira, a importancia dessa obra é indiscutivel: apenas a Biblia tem mais
edigbes no mundo ocidental que Os Elementos (KATZ, 1998, p. 59) e, antes da imprensa, cOpias
manuscritas dominavam o ensino de geometria (STRUIK, 1992, p. 90).

De todo modo, essa obra foi escrita em um momento peculiar da histéria da Grécia: depois
do fim da Guerra do Peloponeso (431-404 a.C.) marcado pela queda de Atenas na sua disputa
com Esparta. Nesse novo periodo, houve um aumento da desigualdade econémica entre os
gregos: as classes sociais mais altas acumulavam riquezas, enquanto crescia a miséria e a
inseguranca dos pobres. Estes eram responsaveis por todo trabalho manual e sustentavam a
ociosidade de seus dirigentes, que podiam, dessa forma, dedicar-se aos estudos da filosofia
(STRUIK, 1992, p. 83).

O primeiro dos treze livros de Os Elementos contém 23 definicdes, 5 postulados e 9
nogdes comuns®. Sdo os postulados:

1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto. 2.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta. 3. E,
como todo centro e distancia, descrever um circulo. 4. E serem iguais entre si
todos os angulos retos. 5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os
angulos interiores e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no lado no qual
estdo os menores que dois retos (EUCLIDES, 2009, p.98).

O quinto postulado, também conhecido como o postulado das paralelas, parece ter sido
evitado por Euclides: Proclo (século V), grande comentarista de Os Elementos, notou que as
primeiras 28 proposi¢cdes — das 465 de todos os livros da obra — sdo demonstradas sem que ele
fosse citado, sendo que muitas dessas proposi¢cdes seriam muito mais facilmente demonstradas
se utilizado o quinto postulado (MORENO; BROMBERG, 1987 apud BRITO, 1995).

O quinto postulado de Euclides é muitas vezes enunciado de outra forma: para toda reta [
e todo ponto P fora de [, pode-se tragar uma unica reta paralela a [ que passe por P. Este é o
chamado postulado de Playfair, pois, de acordo com Greenberg (2001, p. 19), apareceu dessa
forma em um trabalho de John Playfair em 1795, apesar de ja ter aparecido, muito antes, nos
trabalhos de Proclo.

Nao ha problema em enunciar assim o quinto postulado de Euclides, pois ele e o postulado
de Playfair sdo logicamente equivalentes, ou seja, de um infere-se outro. Vejamos a
demonstragdo da equivaléncia, apresentada por Arcari (2008), utilizando os outros quatro
postulados e as proposicdes que seguem desses quatro (as 28 primeiras de Os Elementos).
Enunciaremos estes no momento que for necesséario durante a demonstragéo. Para facilitar,
indicaremos por P5 o postulado enunciado em Os Elementos e por P5' o postulado de Playfair.

* k %

Demonstragdo da equivaléncia de P5 e P5':

4 Na edicdo Os Elementos (EUCLIDES, 2009) aqui utilizada usa-se o termo postulado para afirmagdes referentes a
geometria que sdo aceitas sem demonstracdo e nogbées comuns para outras afirmacdes que sdo aceitas sem
demonstracdo, ndo especificamente referentes a geometria. O mesmo acontece na edi¢cdo inglesa (HEATH, 1968).
Porém, dentre as inUmeras edi¢des da obra, ha muitas que, ao invés de nogées comuns, utilizam o termo axioma para
as afirmacgfes aceitas sem demonstracdo que ndo se referem a geometria em particular. Aqui utilizaremos os termos
postulado e axioma como sinénimos, sendo as afirmacdes (especificas ou ndo a geometria) aceitas sem demonstragéo.
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P5: Caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no
lado no qual estdo os menores que dois retos.

P5': Para toda reta [ e todo ponto P fora de [, pode-se tragar uma Unica reta paralela a [
que passe por P.

. P5 = P5'.

Seja P um ponto e r uma reta tal que P € r.

Tracemos uma perpendicular s a r passando por P e, entdo, uma perpendicular m a s,
também passando por P.

Figura 1: Equivaléncia de P5 e P5'

s
PP "
- r

Fonte: Arcari (2008, p. 22)
Pela proposicdo 1.28 (Caso uma reta, caindo sobre duas retas faca o &ngulo exterior igual ao
interior e oposto no mesmo lado, ou os interiores e no mesmo lado iguais a dois retos, as retas
serdo paralelas entre si)®, temos m paralela a r e isso prova a existéncia da paralela m.
Quanto a unicidade, suponhamos que exista n paralela a r passando por P e n diferente de
m e seja a 0 angulo formado entre as retasn e s.

Figura 2: Equivaléncia de PS5 e P5’

Fonte: Arcari (2008, p. 22)

Logo, a +90° # 180°. Sem perda de generalidade, suponhamos que a + 90° < 180°. Por
P5, temos que n e r se encontram, o que contradiz a hipétese de que n seja paralela a r.
Concluimos, entédo, que m e n ndo podem ser distintas. Portanto, m é Unica.

Il. P5' = P5.

Sejam as retas r e s cortadas por uma reta t, de tal modo que os angulos colaterais
internos, a e B, sejam somados menores que dois retos e seja P o ponto de interseccdo entre as
retas s e t.

5 Proposigao 28, do Livro |, de Euclides (2009, p. 119).
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Figura 3: Equivaléncia de P5 e P5’
p /st

Fonte: ARCARI (2008, p. 22)

Devemos mostrar que r e s se encontram.

Consideremos uma reta m passando por P tal que os angulos colaterais internos, a e v,
sejam somados iguais a dois retos, isto é, a + y = 180°.

Figura 4: Equivaléncia de P5 e P5’

P/t m

Fonte: ARCARI (2008, p. 23)

Pela proposicéo 1.28, temos m paralela a r. Suponhamos que s também seja paralelaar e
seja B o angulo formado entre as retas s e t. Por P5’, temos a unicidade da paralela, ou seja:

m=s=y=f=a+y=a+p.

Porém, isso contradiz a hip6tese que a + f < 180°. Concluimos, entdo, que s néo é
paralela a r.
Portanto, de l e ll, P5 < P5'.

* %k %

Desde os tempos de Euclides, inumeras foram as tentativas de provar o quinto postulado,
transformando-o assim em uma proposi¢cao. Apresentaremos aqui algumas dessas tentativas de
prova, seguindo uma ordem cronol6gica. Nao por isso essa reconstrucéo historiogréafica tomaria a
forma de historia cronoldgica (MAYR, 1998), visto que este sera o critério de organizagéo a ser
aqui utilizado e ndao uma histéria com questbes norteadoras do tipo daquelas da historia
cronologica.

3.2 Tentativas de prova do quinto postulado
A ldade Média foi marcada pelo objetivo, como aponta D’Ambrosio (1996, p. 40), de construir as
bases filosoficas do cristianismo e, assim, a matematica abstrata e filos6fica pouco poderia
contribuir para tal fim. Para a criagdo da doutrina cristd, foram fundados os mosteiros — como
alternativa as academias gregas — onde ndo havia espaco para o estudo da matemética, pelo
menos a matematica grega.

De acordo com Nascimento Junior (2003), havia ainda pensadores neoplatbnicos que
faziam sobreviver o pensamento grego na ldade Média, mas sempre sob a protecédo da Igreja.
Dentre eles, estdo os comentaristas. O comentario era na Idade Média o0 modo que se abordava e
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se ensinava uma obra: “um comentério ou exposicdo do pensamento de algum autor era um dos
métodos bésicos de ensino nas escolas medievais” (BICUDO, 2009, p. 63). Um importante
comentarista de Euclides foi Proclo, que, como indica Eves (1995), viveu entre os anos de 410 e
485 e apontou Os Elementos como uma verdadeira base filos6fica, em contraposicdo ao
cristianismo. Nessa direcdo, Bicudo (2009, p. 70) diz que, para Proclo, a natureza do mundo
espiritual é o reflexo da matematica e que pode ser compreendida por meio do estudo das figuras
geométricas. Outro neoplatdnico que se destaca, Beda, viveu entre os anos de 673 e 735 e, entre
outros trabalhos, traduziu parte de Os Elementos, o que nado teve grande repercussao
(D’AMBROSIO, 1996).

E interessante notar por que as tentativas de se provar o quinto postulado de Euclides
falharam. Em geral, elas se utilizavam de argumentos equivalentes ao proprio quinto postulado,
tornando as provas invalidas. Apresentaremos brevemente aqui algumas tentativas de prova,
seguindo a ordem cronolégica dos fatos.

Proclo € um dos que tenta provar o postulado das paralelas. Para provar que “caso uma
reta, caindo sobre duas retas, fagca os angulos interiores e do mesmo lado menores do que dois
retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no lado no qual estdo os
menores que dois retos” (EUCLIDES, 2009, p. 98), isto é, o quinto postulado, Proclo dividiu a
demonstracdo em duas partes. Primeiro tenta provar que se uma reta corta uma de duas
paralelas, entédo ela cortara a outra, para depois tentar provar o quinto postulado (HEATH, 1968).

* 3k ok

l. Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo ela cortara a outra.

Il. Caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no
lado no qual estdo os menores que dois retos.

Demonstragao:

I. Sejam AB e CD retas paralelas e seja EFG a reta tal que corte AB.

EFG cortard a reta CD também, pois as retas BF e FG, ambas passando pelo ponto F,
quando produzidas indefinidamente tém uma distancia maior que qualquer magnitude, inclusive
que o intervalo entre as retas paralelas. Como as retas BF e FG se distanciam uma da outra mais
que a distancia entre as paralelas, entdo FG cortara CD.

Figura 5: Demonstragao de Proclo

A \ B

C D

Fonte: Heath (1968, p. 207)

Il. Sejam AB e CD duas linhas retas e seja EF a reta que cai sobre elas fazendo os angulos
BEF e DFE, que juntos sdo menores que dois angulos retos. Quero provar que as retas AB e CD
se encontrardo no lado em que os angulos sdo menores que dois angulos retos.
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Como os angulos BEF e DFE s&o juntos menores que dois retos, seja o angulo HEB igual
ao que falta para que BEF e DFE sejam iguais a dois retos e seja produzida a reta HE passando
por K.

Como EF passa por KH e por CD fazendo os angulos interiores HEF e DFE juntos iguais a
dois retos, estas retas HK e CD s&o paralelas.

Além disto, como AB corta KH, também cortard CD (pelo que mostramos em ). Portanto,
AB e CD se encontrardo no lado em que os angulos formados sdo menores que dois retos. Desta
forma, estd demonstrado.

Figura 6: Demonstracéo de Proclo

Fonte: HEATH (1968, p. 208)
* %k k

Porém, ha um argumento na parte | que ndo esta provado: duas retas distintas que passam por
um ponto, quando produzidas indefinidamente tém uma distancia maior que qualquer magnitude.
Segundo Heath (1968), essa tentativa de prova foi criticada, pois, da mesma forma que néo se
pode assumir que duas linhas que continuamente se aproximam uma da outra se encontraréo,
ndo se pode assumir que duas linhas que continuamente divergem ter&o uma distancia maior que
qualquer distancia atribuida.

O século VIl é marcado pelo advento do islamismo no mundo arabe e pelo fim da
hegemonia grega. A partir de entdo, como mostra Silva (2010), foram fundadas escolas e
universidades — como a Casa da Sabedoria (Bait al-hikma) — e, dessa forma, reuniram-se sabios e
eruditos que se dedicavam ao estudo, entre outras coisas, da matematica. O arabe passa a ser a
lingua oficial — ao invés do grego ou do latim — e obras importantes foram traduzidas do grego
para o arabe, entre elas Os Elementos.

Dois matematicos do mundo arabe merecem destaque nas tentativas de prova do quinto
postulado: Omar al-Khayyam (1048-1131) e Nasir ad-Din al-Tusi (1201-1274).

Al-Khayyam néo tinha duvida sobre a demonstrabilidade do quinto postulado. Para ele, o
quinto postulado ainda ndo estava provado por dois motivos principais: os antigos o consideravam
tdo evidente e, por isto, omitiam a demonstragcdo e os modernos — como os matematicos arabes
al-Hazin e an-Nayziri — falharam nas suas tentativas de prova, pois deixaram de levar em conta
certas premissas fundamentais (JAOUICHE, 1986, p. 87). Ele criou, entdo, oito novas proposicdes
para provar o postulado das paralelas. Uma delas dizia que se um quadrilatero simétrico possui
dois angulos retos, entdo os outros dois sdo também angulos retos. O problema estava
justamente nesta proposicdo: equivalente ao quinto postulado (CHABERT, 1997). Esse
quadrilatero foi o ponto de partida para os estudos de Saccheri, no inicio do século XVIII.

Nasir ad-Din, da cidade de Tus, publicou em 1250 sua tentativa de prova do quinto
postulado no livro intitulado “Discussdo que elimina dividas sobre as linhas paralelas”. Ele
considerou o mesmo quadrilatero de al-Khayyam. Em um manuscrito datado de 1298
(provavelmente escrito pelo seu filho), ha um novo argumento, porém também equivalente ao
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quinto postulado: se uma linha GH é perpendicular a CD em H e obliqua a AB em G, entédo as
perpendiculares sdo maiores do que GH do lado em que GH faz um &angulo obtuso com 4B e
menores do outro lado (KATZ, 1998, p. 271).

Figura 7: Demonstracéo de Nasir ad-Din

A
G

c H D
Fonte: Katz (1998, p. 271)

A transicéo entre a Idade Média e a I[dade Moderna no mundo ocidental é marcada por
profundas transformagdes na economia, na cultura, nas relagées com a religido, com a ciéncia. E
o chamado Renascimento. Surgem, paralelas as universidades, academias destinadas, entre
outras coisas, a recuperagcdo de obras gregas e romanas (D’AMBROSIO, 1996, p. 47). Para
Chabert (1997), os primeiros comentaristas europeus na geometria na época do Renascimento,
como Clavius, Cataldi, Borelli e Vitale, ndo trouxeram nada novo de fato aos resultados gregos.
Apenas o britdnico John Wallis (1616-1703) produziu realmente uma contribuicdo original. Wallis
propds um novo postulado, aparentemente mais plausivel, para realizar a prova do quinto
postulado de Euclides: dado um tridngulo ABC e um segmento de reta DE, existe um tridngulo
DEF tal que ABC e DEF sdo semelhantes. Para a infelicidade de Wallis, este € mais um
argumento equivalente ao quinto postulado (CHABERT, 1997).

Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) foi um padre jesuita e légico italiano. Um pouco
antes de morrer, publicou o livro Euclides ab omni naevo vindicatus®, que ndo foi muito
reconhecido até um século e meio depois, quando o matematico italiano Eugenio Beltrami o
redescobriu (GREENBERG, 2001, p. 154).

Diferente das tentativas anteriores de mostrar que o quinto postulado de Euclides era, na
verdade, um teorema, Saccheri ndo tentou demonstra-lo diretamente. Ele propds uma prova
usando a redugdo ao absurdo: assumia a negacdo do postulado das paralelas e tentava chegar a
uma contradicéo’. Para isso, utilizou a hipétese (ja utilizada por Omar al-Khayyam e por Nasir ad-
Din al-Tusi) de que se um quadrilatero simétrico possui dois angulos retos, os outros dois sé&o
iguais entre si. Ha, portanto, trés possibilidades para estes dngulos chamados por ele de angulos
de topo: I. ambos serem angulos retos; Il ambos serem &ngulos obtusos; Ill. ambos serem
angulos agudos.

® Euclides livre de toda macula
7 Partindo de uma hipétese ®, deriva-se uma contradicdo, podendo, entédo, descartar a hipotese e inferir ndo ®.
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Figura 8: Quadrilatero de Saccheri

c D
L N
1 [
A B

Fonte: Katz(1998, p. 624).

Saccheri, em sua prova, admitia que apenas uma dessas possibilidades devesse ser
correta. Para provar que a primeira op¢édo era a verdadeira, Saccheri admitia, de inicio, que ela
era falsa (de acordo com a redugédo ao absurdo) e, entdo, tentava provar que as outras duas eram
falsas. Caso chegasse a uma conclusdo como esta — que as trés possibilidades eram falsas —
teria chegado ao absurdo e, portanto, inferiria o contrario de sua hipétese inicial. Assim, provaria
que os angulos de topo eram ambos retos; logo, estaria provado o quinto postulado.

A hipbétese dos angulos obtusos ele afirmava ser falsa, pois contradizia 0 segundo
postulado de Euclides e, por consequéncia, o Teorema de Saccheri-Legendre (que diz que a soma
dos angulos internos de qualquer triangulo € menor ou igual a 180°). Mas nao conseguiu encontrar
contradicdo na hip6tese dos angulos agudos, apenas resultados estranhos. Disse, entdo, que a
hipoétese do angulo agudo era falsa porque era repugnante a natureza da linha reta. Tentava
assim chegar a conclusdo de que a soma dos angulos internos de um quadrilatero é igual a quatro
angulos retos, 0 que equivale ao quinto postulado (GREENBERG, 2001, p. 155). Sem notar,
Saccheri obteve as consequéncias de uma geometria que negasse o quinto postulado sem,
contudo, ser inconsistente.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) prop0s varias provas para o quinto postulado de
Euclides. Lobachevsky estudou essas tentativas de prova e elas foram o que, talvez, finalmente o
convenceu da realidade da geometria ndo euclidiana (CHABERT, 1997). Em uma das provas,
Legendre concluiu que a soma dos trés angulos internos de um tridngulo é igual a dois angulos
retos. Ha, porém, um argumento em sua prova que ndo esta demonstrado: por um ponto qualquer
situado no interior de um angulo pode-se desenhar uma reta que corta os dois lados do angulo. E
esse também é um argumento equivalente ao quinto postulado (CHABERT, 1997). Por isso, a
prova de Legendre néo é valida.

Essas sdo algumas tentativas de prova do quinto postulado de Os Elementos. Muitas
outras ndo foram aqui apresentadas, como as de an-Nayziri, no século IX, Clairaut e Lambert, no
século XVIII, Taurinus e Bolyai, no século XIX.

3.3 Geometrias néao euclidianas

Muitas vezes, algo interessante ocorre na ciéncia: quando o momento histérico é favoravel para
uma nova ideia se manifestar, essa nova ideia pode ocorrer a varias pessoas mais ou menos ao
mesmo tempo. Foi isso que aconteceu no século XIX, com o surgimento das geometrias ndo
euclidianas (GREENBERG, 2001, p. 177). Notou-se que o quinto postulado de Euclides, além de
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ndo poder ser provado — de fato tratava-se de um postulado —, poderia ser negado, sem que
contradi¢cbes ocorressem. Trés matematicos merecem grande destaque nesse episodio: Nikolai
Ivanovich Lobachevsky (1792-1856), Janos Bolyai (1802-1860) e Carl Friedrich Gauss (1777-
1855).

Este momento historico favoravel relaciona a geometria com outras ciéncias, com a légica,
por exemplo. O desenvolvimento da légica simbodlica (ou moderna) foi fundamental para a
possibilidade de desenvolvimento das geometrias n&o euclidianas.

A logica aristotélica (ou antiga) estava em consonancia com o raciocinio de Kant (1958),
que relacionava o conhecimento geométrico com a intui¢do. Isso significa que certos postulados e
certos argumentos podiam ser autoevidentes, ou seja, ndo podiam ser provados, mas a intuicéo
bastava para serem aceitos como verdades. Ja na légica simbdlica, desenvolvida nos séculos
XVIl e XIX, ndo existem evidéncias intuitivas: axiomas sdo aceitos (por conveniéncia)
simplesmente; ndo tratam da verdade. De acordo com Einstein (2005, p. 665), “0 progresso
alcangado pela axiomatica consiste em ter separado claramente aquilo que é l6gico-formal daquilo
que constitui 0 seu conteudo objetivo ou intuitivo”.

Além disso, Carnap (1995, p. 127) afirma que, sem uma logica suficientemente poderosa
para estabelecer regras estritamente logicas para demonstracdes geométricas, as falhas nas
tentativas de prova do quinto postulado eram muito dificeis de serem detectadas. Havia sempre
algum apelo a uma premissa apoiada na intuicdo e ndo decorrente dos outros postulados. Muitas
vezes, essa premissa tratava justamente de algo equivalente ao proprio quinto postulado, como
mostramos aqui.

Com o desenvolvimento da légica simbdlica, muda-se o conceito de axioma (ou postulado).
Deixa de ser a verdade indemonstravel e passa a ser a definicdo daquilo que é aceito. Deixa de
fazer sentido, entéo, tentar demonstrar algo que € tomado como axioma. Desta forma, abre-se a
possibilidade para a geometria ndo baseada na intuicdo, mas baseada em axiomas.

Um matematico alemao, Abraham Gotthelf Kastner (1719-1800), esteve muito envolvido
nos estudos que culminaram no surgimento das geometrias ndo euclidianas. Orientou a tese de
doutorado de Georg Simon Kllgel, em que ele examina 28 tentativas de prova do quinto
postulado, indicando a deficiéncia de cada uma delas e sugerindo, por fim, que se tratava mesmo
de um postulado, isto &, indemonstravel (TRUDEAU, 1987). Kastner também foi orientador de
Gauss, professor de Farkas® Bolyai (pai de Janos Bolyai) e professor do professor de
Lobachevsky (NOBRE, 2004).

Com relagdo ao momento favoravel ao desenvolvimento das geometrias ndo euclidianas,
podemos citar uma frase dita por Farkas Bolyai: “Muitas coisas tém uma época na qual elas sédo
descobertas em varios lugares ao mesmo tempo, assim como as violetas aparecem por todos os
lados na primavera” (BONOLA, 1955, p. 99).

O matemético russo Lobachevsky, desde os anos de 1820, estava convicto da
possibilidade de uma geometria sem que o quinto postulado fosse afirmado. Em 1829 publicou
seu trabalho — o primeiro publicado — sobre a geometria ndo euclidiana, Sobre os principios da
geometria, inicialmente chamada de geometria imaginaria. O nome de geometria imaginaria indica
a relagdo feita por Lobachevsky entre a geometria imaginaria e a geometria euclidiana como
similar a relagédo entre os nUmeros imaginarios (ou complexos) e os numeros reais (ROSENFELD,
1988, p. 207).

® Em alemao muitas vezes referido como Wolfgang (SMITH, 1958, p.528).
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Antes disso, em 1826, em uma palestra na Universidade de Kazan ele fez a primeira
proclamacdo publica sobre essa nova geometria com uma palestra intitulada Uma breve
exposicdo dos principios da Geometria incluindo uma demonstragdo rigorosa do teorema das
paralelas. Este titulo continha certa ironia com relagdo a demonstragdo rigorosa. Ele dizia que
baseado em dados experimentais seria impossivel determinar qual geometria, a euclidiana ou a
imaginaria, seria a que melhor descreveria o mundo real.

Lobachevsky afirmava que a soma dos angulos internos de um tridngulo retilineo era
sempre menor ou igual a m: quando igual a =, tratava-se da geometria de uso comum e quando
menor que m, era a geometria imaginaria. Ele mostrou que nenhuma contradicdo advém da
possibilidade da soma ser menor que 7, ao contrario de Saccheri, que, ao se deparar com essa
possibilidade, disse que isso seria repugnante a natureza da linha reta e, entdo, assumiu que a
soma deveria ser igual a .

Para Lobachevsky, a geometria ndo estaria relacionada com a ideia de intuicdo de Kant
(1958), mas com convencdes e com resultados légico-formais. Isso fica evidente em sua palestra
de 1826 quando diz que os conceitos da geometria devem ser aprendidos pelos sentidos e que
ndo devemos acreditar nos conceitos inatos, ou seja, aqueles baseados na intuicdo
(ROSENFELD, 1988).

O trabalho de Lobachevsky, porém, ndo foi bem aceito pelos académicos. Em 1832, entdo
reitor da Universidade de Kazan, enviou seu artigo para revisdo da Academia de Petersburgo, que
ignorou as questbes geométricas ali presentes e afirmou que esse ndo era um artigo digno de
atencdo. No ano de 1834, jornais literarios de Petersburgo publicaram textos insultando o trabalho
de Lobachevsky. Diziam que ele era o insolente de falsas invengbes e que o titulo de seu artigo,
ao invés de Sobre os principios da geometria, deveria ser Uma satira na geometria ou Uma
caricatura da geometria. Acredita-se que esses textos publicados nos jornais tenham sido escritos
por alunos do revisor da Academia de Petersburgo, Ostrogradsky, que desprezou o pedido de
revisao feito por Lobachevsky dois anos antes (ROSENFELD, 1988, p. 208-209).

Apesar das criticas, ele continuou seu trabalho e escreveu diversos artigos sobre a
geometria imaginaria, a saber, Geometria Imaginaria em 1835, Aplicacbes da Geometria
Imaginaria a certas integrais em 1836, Novos principios da geometria com uma completa teoria
das paralelas entre os anos de 1835 e 1838, Pesquisas geométricas sobre a teoria das retas
paralelas em 1840 e Pangeometria em 1855. Este ultimo titulo, como indica Rosenfeld (1988, p.
210), mostra a sua concepgdo de geometria universal que inclui a geometria euclidiana como
sendo um caso especial.

Lobachevsky propds uma geometria hiperboélica, em que o postulado das paralelas fosse
substituido por: para toda reta [ e todo ponto P fora de [, ha pelo menos duas paralelas distintas a
1 que passam por P. O nome de geometria hiperbolica foi dado futuramente pelo matematico Felix
Klein em 1871, pois, de acordo com a etimologia, a palavra hipérbole esta relacionada a excesso
e, nesta geometria, o numero de paralelas a uma reta dada passando por um ponto excede o
namero (um) da geometria euclidiana (TRUDEAU, 1987, p. 159).

Entre as bases de sua geometria imaginaria, Lobachevsky definiu o dngulo de paralelismo.
Isso porque em um plano, na geometria hiperbdlica, todas as retas que saem de um ponto, com
relacdo a outra reta, podem ser divididas em duas classes, as que a cortam e as que néo a
cortam. As retas que estdo no limite entre uma classe e outra sdo chamadas paralelas a reta
dada.
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Notemos que o fato de uma reta néo cruzar outra, nesta terminologia, néo indica que sejam
paralelas; as paralelas sdo aquelas que formam o &ngulo de paralelismo com a perpendicular a
reta dada, ou seja, as retas que estdo no limite entre as que cruzam a reta dada e as que nao
cruzam. Como mostra Greenberg (2001, p. 200), outras nomenclaturas sdo usadas para essas
retas que nao cruzam a reta dada: por exemplo, “ultraparalelas”, “hiperparalelas” e
“superparalelas”, para aquelas que possuem um angulo maior que o de paralelismo; e “paralelas
assintoticas”, para aquelas que formam o angulo de paralelismo. Optamos aqui por usar a palavra
“paralela” nos dois sentidos, isto &, para todas as retas que ndo cortam a reta dada.

Assim, dada uma reta, tragava-se uma perpendicular de tamanho a, passando pelo ponto
C (pertencente a reta inicial) e por um outro ponto, B. Em B, passava uma paralela a reta inicial. O
angulo entre a perpendicular e a paralela foi chamado de angulo de paralelismo. No caso da
geometria euclidiana, esse angulo era sempre g, enquanto na geometria imaginaria, esse angulo

dependia de a, isto é, era uma funcdo de a, que inicialmente Lobachevsky denotou por F(a) e,
posteriormente, por m(a).

Figura 9: Angulo de paralelismo
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A
Fonte: Rosenfeld (1988, p. 221)

Assim, na figura 10, AH é uma paralela a BC, pois dada a distancia de 4 a D, p, tem-se
m(p) como o angulo de paralelismo. No plano hiperbdlico, entéo, as retas AE e AG néo cortam a
reta BC, mas formam com AD &ngulos maiores que o de paralelismo, ou seja, na terminologia de
Lobachevsky ndo sao paralelas a reta BC, assim como a reta AF, que ndo é paralela a reta BC por
cruzar com ela. A reta AH se encontra no limite entre as retas que cortam e as que ndo cortam a
reta BC e, portanto, é paralela a reta BC. Da mesma forma, do outro lado da perpendicular AD,
tem-se AK como paralela a BC devido ao seu angulo de paralelismo n(p).

Figura 10: Angulo de paralelismo
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Fonte: Katz (1998, p. 775)

Tem-se, entéo, lim,_qm(a) =g e lim,_, m(a) =0. Isso quer dizer que, quanto menor o

valor de a, mais proximo se estd da geometria euclidiana, isto é, quando as distancias séo
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pequenas, o plano hiperbdlico se assemelha muito ao euclidiano. Lobachevsky mostrou, ainda,
que, para todo angulo 4, ha um valor a, tal que A = w(a) (ROSENFELD, 1988, p. 221).

Importantes consequéncias séo decorrentes do axioma hiperbdlico: I. Para toda reta | e
todo ponto P fora de [, ha infinitas paralelas a [ que passam por P; ll. Retangulos ndo existem — a
existéncia de retangulos implica no postulado das paralelas de Hilbert (Para toda reta | e todo
ponto P fora de I, ha no maximo uma reta m que passa por P, tal que m é paralela a 1.); lll. Na
geometria hiperbdlica, todos os tridngulos tém a soma dos angulos internos menor que 180°; IV.
Por consequéncia, na geometria hiperbolica, todos os quadrilateros convexos tém a soma dos
angulos internos menor que 360°% V. Nao existem tridngulos semelhantes ndo congruentes, ou
seja, € impossivel ampliar ou reduzir um tridngulo sem distor¢do; VI. O angulo determina o
tamanho do lado de um tridngulo.

O matemético hungaro Janos Bolyai desenvolveu seu interesse por geometria por
influéncia de seu pai, 0 matematico Farkas Bolyai. O pai tentou exaustivamente provar o postulado
das paralelas sem sucesso, como diz em carta ao filho:

Eu acreditei que sacrificaria a mim mesmo por causa da verdade. Eu estava
pronto para me tornar um martir que removeria a falha da geometria e a devolveria
purificada a humanidade. [...] Minhas criacdes foram melhores que as de outros e
ainda assim nao alcancei completa satisfacdo... (GREENBERG, 2001, p. 161-
162).

Porém, o filho Janos teve uma ideia completamente nova e falou sobre isso em 1823 em
uma carta ao pai, dizendo que planejava publicar seu trabalho sobre as paralelas assim que o
terminasse. Naquele momento, o que ele poderia dizer é que, do nada, havia criado um estranho
novo universo!

Em 1832 escreveu um apéndice de 26 paginas ao livro do pai Tentamen, intitulado
Apéndice contendo a absoluta verdade cientifica do espaco, independente da veracidade ou
falsidade do X! axioma de Euclides® (que nunca podera ser decidido a priori). Bolyai apresenta,
entdo, um sistema geométrico baseado no oposto da hipétese de Euclides, o postulado das
paralelas, denominado sistema S. O sistema geométrico conhecido como geometria euclidiana,
ele denomina sistema X. O que Bolyai chama de verdade cientifica absoluta do espago, em seu
titulo, refere-se ao sistema geométrico absoluto, que, para ele, inclui ambos sistemas, Se X.

Farkas Bolyai mandou, ansioso pela resposta e sem o consentimento do filho, uma copia
desse apéndice para seu amigo, o matematico Carl Friedrich Gauss. Ambos trocavam
frequentemente correspondéncias e, inclusive, quando Farkas acreditou ter provado o postulado
das paralelas, enviou a demonstragdo para Gauss que, por sua vez, mostrou a ele a falha que
cometera. Gauss respondeu a correspondéncia em que Farkas mostrava o trabalho do filho,
dizendo que nédo poderia elogiar o trabalho de Janos, pois estaria elogiando a si mesmo, ja que o
caminho que Janos havia tomado e os resultados aos quais havia chegado coincidiam quase
exatamente com suas proprias reflexdes que ocupavam sua mente ha 35 anos (GREENBERG,
2001, p. 178).

Janos Bolyai ficou profundamente desapontado com a resposta e com o fato de Gauss
estar, segundo ele, tentando se apropriar de suas ideias e, depois disso, ndo publicou mais nada
de suas pesquisas. Em 1848, recebeu a informagéo de que outro matematico, Lobachevsky, havia
chegado a resultados semelhantes a ele. Depois de uma analise cuidadosa das publicacdes,

® Refere-se ao postulado das paralelas de Euclides, apresentado aqui como o quinto postulado.
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Janos se sentiu instigado a competir com Lobachevsky e, entdo, retomou intensamente seus
estudos que culminariam em uma grande obra sobre o assunto que, contudo, nunca foi terminada
(WOLFE, 1945, p.53).

O notério matematico Carl Friedrich Gauss muito pouco publicou sobre seus estudos
envolvendo esta nova geometria, por ele chamada inicialmente de antieuclidiana, depois de
geometria astral e, finalmente, de ndo euclidiana. A maior parte dos registros historicos desses
estudos esta nas cartas que trocava com outros matematicos e em algumas notas entre seus
artigos. Segundo Bonola (1955, p. 65), desde 1792 ele estudava a possibilidade de uma geometria
que negasse o quinto postulado de Euclides, visto que a demonstragéo lhe parecia muito distante.
Em uma carta datada de 1817 ao amigo Heinrich Wilhelm Olbers, Gauss escreve que estava cada
vez mais convencido que o postulado ndo poderia ser provado (ROSENFELD, 1988, p. 215).

Em outra correspondéncia, de 1824, agora para o matematico Franz Taurinus, Gauss diz
que a hipétese da soma dos trés angulos internos de um triangulo ser menor que 180° conduz a
uma curiosa geometria, muito diferente da euclidiana, mas totalmente consistente. Diz que os
teoremas dessa geometria parecem ser paradoxais, “mas calma, constantes reflexdes revelam
que eles ndo contém nada de todo impossivel”. Segue descrevendo essa geometria e, entdo, diz:
“Todos meus esforgos para descobrir uma contradigdo, uma inconsisténcia, nesta geometria néo-
Euclidiana tém sido sem sucesso” (WOLFE, 1945, p. 47). Conclui dizendo ao amigo que aquela
era uma comunicacgéao privada e que ele ndo deveria torna-la publica.

Em 1829, Gauss escreveu para outro amigo matematico, Friedrich Wilhelm Bessel, que
temia os gritos dos beocios'®, caso publicasse seus estudos sobre a nova geometria
(GREENBERG, 2001, p. 182). Esse receio da reagdo da comunidade de matematicos se deve
principalmente ao conceito de espaco de Kant (1958), relacionado a ideia de intuicdo, ainda muito
forte no século XIX.

Como pudemos ver, na primeira metade do século XIX cresceu a convicgdo em duas
coisas: ndo € possivel provar o quinto postulado sem admitir outro postulado equivalente a ele e é
possivel construir geometrias sem manter o quinto postulado (CHABERT, 1997).

Essa nova situacdo, com a possibilidade de geometrias que neguem a euclidiana, poderia
ser considerada fruto de uma mudancga revolucionaria, em termos de Thomas S. Kuhn, pelo fato
de ter sido necessario recusar componentes essenciais do conhecimento anteriormente admitidos,
no caso, a ideia de intuicdo. Como apresenta Corry (1996, p. 173-174), em uma mudang¢a normal
(ou nao revolucionaria) o objetivo estd em resolver problemas, sem suscitar duvidas sobre a
validade da teoria geral. Até o inicio do século XIX os matematicos buscavam resolver um
problema especifico — a demonstracdo do quinto postulado de Euclides — sem questionar se este
postulado poderia ser negado; a questao estava em saber se este postulado, tido como verdade,
era demonstravel ou ndo. Abandonada a concepg¢éo de axiomas ou postulados como verdades, os
fundamentos matematicos sao postos em cheque e, por isso, poderia ser este um momento de
revolugdo. Para Kuhn (1998), as revolu¢gdes mudam a concep¢do de mundo que se tem: “na
medida em que seu Unico acesso [dos cientistas] a esse mundo da-se através do que veem e
fazem, podemos ser tentados a dizer que, apds uma revolugéo, os cientistas reagem a um mundo
diferente” (KUHN, 1998, p. 146).

" De acordo com o dicionario Houaiss (2009), por extensdo de sentido, refere-se aquele “que apresenta as

caracteristicas atribuidas (pelos atenienses) aos bebcios, ou seja, espirito pouco cultivado, indiferenga a cultura;
grosseiro, bogal”.
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Apesar desses indicios de o surgimento das geometrias ndo euclidianas marcar um
momento de revolugdo, &€ muito questionada a possibilidade de haver revolugéo cientifica — na
forma como é apresentada por Kuhn (1998) — na histéria da matematica. Crowe (1975) é enfatico
ao dizer que, em matematica, nunca ocorrem revolugdes, pois principios sdo mantidos sem que
sejam destruidas doutrinas anteriores. No caso das geometrias nédo euclidianas, o autor se baseia
na preservacdo da geometria euclidiana, coexistindo as geometrias ndo euclidianas para
descaracterizar o momento como o de uma revolugéo cientifica.

Surgiu, entdo, a duvida sobre a consisténcia da geometria hiperbolica. Como mostra
Barker (1969), “dizer que um sistema é inconsistente é dizer que dos axiomas desse sistema
podemos deduzir dois teoremas que se contradizem mutuamente” (p. 63). Porém, ndo encontrar
dois teoremas que se contradigam n&do quer dizer que o sistema seja consistente; & preciso
provar. E essa prova pode ser realizada de diferentes modos. Um deles consiste em encontrar
uma interpretagdo sob a qual todos os axiomas, e todos os teoremas deles decorrentes, sejam,
sem sombra de duvida, verdadeiros. Entretanto, é necessario que a verdade da interpretacdo dos
enunciados esteja perfeitamente definida, 0 que, no caso das geometrias, seria uma limitagéo.
Outro modo de provar a consisténcia do sistema é por meio de uma relativizagdo da consisténcia:
“mostramos que um dado sistema é consistente contanto que outro sistema, menos suspeito,
também o seja” (BARKER, 1969, p. 64).

Entéo, Eugenio Beltrami propbs o teorema metamatematico: Se a geometria euclidiana for
consistente, entdo a geometria hiperbdlica também sera. Assim, a consisténcia de uma geometria
€ relativa a outra. Para a realizagdo dessa prova, ndo ha necessidade de se verificar que a
geometria hiperbdlica é consistente de fato. Apenas se a geometria euclidiana for consistente, a
hiperbdlica também serd e, da mesma forma, se a geometria hiperbdlica for inconsistente, a
euclidiana também serd. E, como mostra Trudeau (1987, p.233), apesar de ndo haver boas
razbes para suspeitar da consisténcia da geometria euclidiana, ela nunca foi exaustivamente
demonstrada. Beltrami provou o teorema em 1868, com o auxilio da geometria diferencial. Ele
também foi provado por Klein em 1871, mas de outra forma: por meio da geometria projetiva
(GREENBERG, 2001).

Como corolario desse teorema metamatematico, foi proposto que se a geometria
euclidiana for consistente, entdo o quinto postulado ndo poderia, de fato, ser decorrente dos
outros quatro, assim como ele ndo seria contradito pelos outros quatro. A demonstracdo desse
corolario € decorrente do teorema: se assumirmos que o quinto postulado pode ser provado a
partir dos outros postulados, entdo a geometria hiperbdlica seria inconsistente, ja que ela nega o
postulado das paralelas. Mas se a geometria hiperbdlica ndo for consistente, pelo teorema
metamatematico, a geometria euclidiana também néo sera. Teriamos, entdo, que a geometria
euclidiana seria inconsistente, o que nega a hipétese inicial (GREENBERG, 2001, p. 225).

Existem, além da geometria euclidiana e das geometrias hiperbdlicas, as geometrias
elipticas, que ndo apresentaremos neste artigo. Vale pontuar que, no caso das geometrias
elipticas, o postulado das paralelas é substituido por: Nao ha reta paralela a [ que passe por um
ponto P fora de [. Essa substituicAdo ndo pode ser feita sem alterar outro postulado de modo que
ela seja consistente. Assim, o segundo postulado de Euclides, que afirma ser possivel alongar
arbitrariamente um dado segmento, deve ser alterado, pois, nessa geometria, cada segmento
admite um comprimento maximo que pode atingir.
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4 ALGUMAS CONSIDERACOES

O objetivo deste artigo foi apresentar uma reconstrugdo historica, com fins historiogréaficos, do
surgimento das geometrias ndo euclidianas como resultado das discussdées em torno do quinto
postulado de Euclides. Para isso, recorremos a histéria de problemas (MAYR, 1998), por
entendermos que ela se adequa ao tema em questao e ao propésito historiografico que tinhamos.
Utilizamos, na reconstrucgéo feita, fontes historiogréaficas, traducdes e edigcdes de fontes primarias,
textos matematicos posteriores ao periodo histérico e textos filosoficos.

Apesar do nosso propésito historiografico, entendemos que a reconstrugéo feita pode ser
util ao professor que deseje utilizar a histéria da matematica em suas aulas. Isso néo significa que
haja algo pronto para atingir fins pedagdgicos; ao contrario, o texto que apresentamos nédo deve
ser, simplesmente, inserido em aulas de matematica, seja como apresentagdo oral do professor,
seja com a leitura dos estudantes, seja com a inclusdo de trechos do texto nas aulas, ja que néo
foi constituido para isso.

O professor que desejar pode se valer desse material produzido para elaborar atividades
ou planejar discussbes para suas aulas de matematica. Por utilizarmos a histéria de problemas
em nossa reconstrugdo, o texto ndo é superficial demais, de modo que ndo dé elementos
suficientes ao professor, nem longo ou detalhista demais, de modo que inviabilize sua leitura e seu
estudo.

Ainda, aproximamos o que se entende por histéria de problemas da histéria-problema
(MIGUEL; MIORIM, 2005), porém esta tem um carater educacional: “uma histéria que pde
problemas, isto é, que parte de problemas que se manifestam em préaticas pedagbgicas e
investigativas do presente e que preocupam, de certa forma, o professor de Matematica e/ou o
pesquisador em educacao matematica do presente” (p. 160).

Finalizamos destacando a necessidade de produgéo de trabalhos, na area da Educagéo
Matemética, que possibilitem ou subsidiem propostas metodologicas com a inclusdo da historia
em aulas de matematica, que superem a insercéo superficial, apenas como curiosidade — como
vemos em livros didaticos, por exemplo.
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PRIMEIRO COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA: UMA BREVE
APRESENTAGCAO DA PARTICIPACAO FEMININA

FIRST BRAZILIAN COLLOQUIUM OF MATHEMATICS:
A BRIEF PRESENTATION OF FEMALE PARTICIPATION
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RESUMO

Embora as mulheres brasileiras tenham adquirido o direito de cursar o nivel superior no final do século XIX,
0 marco do acesso feminino a esse nivel de ensino foi a criagdo da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e
Letras de Sao Paulo, em 1934. Nessa faculdade, teve inicio o primeiro curso brasileiro de graduagdo em
Matematica. Outros cursos de matematica foram criados nos anos 1930, 1940 e 1950. Dentre os egressos
desses cursos, podem ser identificadas algumas mulheres. Em tal periodo, foram, também, obtidos, no
Brasil, doutoramentos na area de Matematica e alguns destes doutores eram mulheres. Com base nestas
informacgbes, podemos afirmar que, o grupo de pesquisadores brasileiros que se dedicava a matematica
estava crescendo e, nele, podiam ser identificadas algumas mulheres. Nesse contexto, iniciou-se a criagcao
de eventos e periddicos cientificos para que os matematicos pudessem divulgar suas pesquisas e manter
intercAmbio cientifico. O evento cientifico pioneiro, no Brasil, a reunir exclusivamente matematicos foi o
Coloéquio Brasileiro de Matematica que teve sua primeira edigdo organizada, em 1957, em Pocos de
Caldas/MG. Assim, realizamos uma investigagdo com o intuito de identificar a presenca das mulheres nesse
evento. Com base em documentos e fotografias do Primeiro Coléquio Brasileiro de Matematica e em
depoimentos de participantes desse evento, identificamos seis mulheres participantes: Eliana Rocha
Henriques de Brito, Elza Furtado Gomide, Francisca Maria Rodrigues Torres, Junia Borges Botelho, Lourdes
de la Rosa Onuchic e Marilia Chaves Peixoto. Elaboramos, entdo, breves biografias dessas professoras,
apontando suas trajetérias académicas e suas principais contribuicdes para a Matematica brasileira.
Palavras-chave: Mulheres na Matematica. Histéria da Matematica no Brasil. Século XX.

ABSTRACT

Though the Brazilian women has acquired the right to attend the higher level at the end of the nineteenth
century, the milestone of female access to this level of education was the creation of the Faculty of
Philosophy, Science and Languages of S&o Paulo, in 1934. This college has started the first Brazilian course
of Mathematics graduation. Other Mathematics courses were created in 1930, 1940 and 1950. Among these
graduates some women may be identified. In this period, Doctorates were also obtained in the Mathematics
area and some of these doctors were women. On the basis of this information we can say that, the group of
Brazilian researchers who are dedicated to mathematics was growing and it could be identified some
women. Duo to this, events and scientific journals has started to be created in order to mathematicians could
disseminate their researches and maintain scientific exchange. The pioneer scientific event to meet
exclusively mathematicians was the First Brazilian Colloquium of Mathematics which had its first edition in
Pocos de Caldas/MG, in Brazil in 1957. In this context, we carried out an investigation in order to identify the
presence of women in this event. On the basis of documents and photography of the First Brazilian
Colloquium of Mathematics and in statements from participants of this event we identified six women
participants: Eliana Rocha Henriques de Brito, Elza Furtado Gomide, Francisca Maria Rodrigues Torres,
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Junia Borges Botelho, Lourdes de la Rosa Onuchic e Marilia Chaves Peixoto. We have put together brief
biographies of these professors point to their academic trajectories and their main contributions to the
Brazilian Mathematics.

Keywords: Women in Mathematics. History of Mathematics in Brazil. Twentieth Century.

1 INTRODUCAO

As mulheres brasileiras conquistaram o direito de frequentar cursos de nivel superior e obter
titulos académicos em 1879, com a reforma Lebdncio de Carvalho. Embora algumas mulheres
tenham concluido esse nivel de ensino, em especial em Medicina, até o final do Império e inicio da
Republica, as mulheres ndo haviam, ainda, conquistado, efetivamente, seu lugar no ensino
superior em nosso pais.

O marco do acesso feminino ao Ensino Superior no Brasil®, de acordo com Trigo (1994),
ocorreu em 1934, com a criagdo da Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras da Universidade de
Sao Paulo (FFCL da USP) e ja no final da década de 1930, segundo Azevedo e Ferreira (2006),
mulheres se encontravam matriculadas em todos os niveis de ensino, sobretudo nos cursos
superiores.

A FFCL da USP, em seu ano de criagao, ofereceu o curso de Matematica e, em 1935, foi
iniciado o curso de Matematica da Escola de Ciéncias da Universidade do Distrito Federal UDF,
posteriormente Faculdade Nacional de Filosofia (FNFi) da Universidade do Brasil (UB)
(D’AMBROSIO, 2008). Nos anos 1930, 1940 e 1950, foram sendo criados outros cursos de
Matematica no Brasil. Cavalari (2015) aponta que até o final dos anos 50 do século XX, encontrou
registros da existéncia de cursos de graduagdo em Matematica no Rio Grande do Sul, no Paran3,
na Bahia, no Ceara, em Pernambuco, em Minas Gerais e em Sao Paulo. Merece destaque o fato
de termos encontrado registros de mulheres graduadas nesses cursos de Matematica desde o
final da década de 1930.

Nesse periodo, embora ndo existissem programas de pos-graduagéo institucionalizados,
foram realizadas pesquisas matematicas de nivel pés-graduado e foram obtidos doutoramento na
area de Matematica em instituicbes brasileiras. Destacamos que, dentre os pesquisadores que
obtiveram o titulo de doutor em Matemética, encontramos algumas mulheres, a saber: Marilia
Chaves Peixoto, Maria Laura Mouzinho Leite Lopes e Elza Furtado Gomide* (CAVALARI, 2007;
SILVA, C.P., 2006).

Com base nessas informagdes, podemos afirmar que o numero de pesquisadores que se
dedicavam a Matematica em territério nacional estava aumentando e que, dentre esses, tem-se
registros de algumas mulheres.

Esses pesquisadores que se dedicavam a Matematica, de acordo com Cavalari (2012),
participavam de sociedades/academias, como a Sociedade Brasileira para o Progresso da Ciéncia
e a Academia Brasileira de Ciéncias. Os matematicos passaram a se organizar para criar
Sociedades, periodicos cientificos e, também, centros de pesquisas. Dentre esses destacamos a
Sociedade de Matematica de Sao Paulo, fundada em 1945, o periédico Summa Brasiliensis

% Para Trigo (1994), nos anos 1930 comecou-se a cogitar, efetivamente, o ingresso da mulher no nivel superior, 0 que
significava mudancgas nos ideérios familiares. Afinal, nesse periodo, existia o receio de que os estudos e a posterior
profissionalizacdo das mulheres pudessem prejudicar um futuro casamento e a “profisséo de méae”. No entanto, a
estrutura da Faculdade de Filosofia contribuiu para que as familias aceitassem os estudos de suas filhas, pois essa
faculdade néo visava a profissionalizacéo e sim a divulgagao de um “saber desinteressado”.

* Destacamos que podem ter existido outras professoras que se tornam doutoras em Matematica no Brasil e que ndo
tivemos acesso a seus nomes.
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Mathematicae, criado em 1945, o Boletim da Sociedade de Matematica de Sdo Paulo, iniciado em
1946, o Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas — CBPF, fundado em 1949 e o Instituto de
Matematica Pura e Aplicada — IMPA, fundado em 1952.

Nesse contexto, foi realizado, em 1957, o | Coléquio Brasileiro de Matematica que se
configurou como o evento pioneiro, em territorio nacional, a congregar exclusivamente
matematicos®.

Considerando a importancia desse evento para o desenvolvimento da Matematica
brasileira e a crescente participacdo feminina na matematica nesse periodo, julgamos relevante a
realizacdo de uma investigagdo sobre a presencga feminina no Primeiro Coléquio Brasileiro de
Matematica, apontando as mulheres que participaram desse evento e destacando suas biografias.

Uma investigagdo dessa natureza € importante pois, segundo Smith (2003), a historiografia
geralmente evita personalidades femininas e questdes de género. Neste sentido, a presente
investigacdo, ao resgatar dados biograficos de mulheres matematicas e apontar suas
contribuicbes para o desenvolvimento da Matematica no cenério cientifico brasileiro, pode
contribuir para a escrita da Histéria das mulheres na Matematica brasileira e da Historia da
Matematica no Brasil.

Com vistas a apresentar os resultados desta investigagao, dividimos o presente artigo em
duas partes. Na primeira, expomos um breve histérico do Primeiro Coléquio Brasileiro de
Matematica e, na segunda, apresentamos informagdes biograficas das matematicas participantes
desse evento.

2 0 PRIMEIRO COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA: breve histérico

Os coléquios brasileiros de matematica, conforme ja apontado, se constituem como o primeiro
evento cientifico, destinado exclusivamente aos matematicos, realizado em territério nacional. A
primeira edicdo desse evento, o Primeiro Coldquio Brasileiro de Matematica (I CBM) foi realizado
no Palace Hotel, em Pogos de Caldas, Minas Gerais, no periodo de 1° a 20 de julho de 1957.

Esse evento, de acordo com seu convite oficial, tinha como objetivos proporcionar contato
entre pesquisadores experientes e iniciantes na area de Matematica, ofertar cursos sobre a
matematica que estava sendo produzida no Brasil e estimular a colaboragdo entre pesquisadores
de diversas areas da Matematica.

O | Colbéquio Brasileiro de Matematica foi idealizado e organizado pelo Professor Chaim S.
Hc"Jnig6 da FFCL da USP e, de acordo com esse professor, a ideia da criacdo de um evento,
voltado exclusivamente a matematicos no Brasil, surgiu na 8% Reunido anual da Sociedade
Brasileira para o Progresso da Ciéncia (SBPC), realizada em Ouro Preto em 1956. Nessa reunido,
o Professor Chaim identificou que existiam diversos pesquisadores que se mostravam
interessados em “Matematica Moderna”. Assim, ele idealizou a criagdo de um encontro cujo
objetivo seria o de divulgar as pesquisas em matematica realizadas no Brasil, além de atrair novos
talentos para essa area que ainda era muito recente em territorio nacional. (CAVALARI, 2012)

® De acordo com Cavalari (2012), o Professor Chaim S. Hénig, em entrevista, afirmou que em 1952 havia sido realizada
no ITA uma reunido de pessoas interessadas em pesquisas na area de Matematica. Essa reuniéo foi organizada pelos
Matematicos L. Nachbin, F. D. Murnagham e Flavio Botelho Reis e teve duracéo de seis semanas. Entretanto, o
professor Chaim enfatizou que esse evento nao teve continuidade.

€ Este professor é bacharel em Fisica e em Matematica pela USP/SP. E professor titular do IME-USP, membro titular da
ABC e da Academia de Ciéncias de Sado Paulo. Foi o primeiro presidente da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM)
e sua area de pesquisa é a Andlise Matematica, publicou varios artigos académicos e € autor de varios textos
matematicos de graduacao e pds-graduagéo.
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A comissdo organizadora desse evento foi composta pelo professor Chaim e por
professores de varias instituicbes de ensino superior brasileiras, a saber: Alfredo Pereira Gomes
(Instituto de Matematica da Universidade do Recife); Alexandre Augusto Martins Rodrigues (FFCL-
USP); Anténio Rodrigues (Faculdade de Filosofia da Universidade do Rio Grande do Sul); Candido
Lima da Silva Dias (FFCL-USP); Carlos Benjamim de Lyra (FFCL-USP); Fernando Furquim de
Almeida (FFCL-USP); José Barros Neto (Faculdade de Economia e Administragdo-FEA-USP);
Lindolpho de Carvalho Dias (Escola Nacional de Engenharia da Universidade do Brasil — ENE-
UB); Luiz Henrique Jacy Monteiro (FFCL-USP); Mauricio Matos Peixoto (ENE-UB); Paulo
Ribenboim (Instituto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA) (CALABRIA, NOBRE, 2013). Essa
comisséo foi constituida de modo a contemplar, também, matematicos de instituicdes de fora do
eixo Rio-Séo Paulo.

Um fato interessante é que foram enviados convites aos possiveis participantes, ou seja,
foram convidadas pessoas interessadas em pesquisas matematicas de diversas instituicdes
brasileiras e professores de instituicbes estrangeiras que, nesse periodo, estavam no Brasil
(CALABRIA, NOBRE, 2013). Dos professores convidados, de acordo com as atas do Primeiro
Coloquio Brasileiro de Matematica (1957), dez ndo puderam comparecer. Nao obtivemos acesso
aos nomes desses docentes e tampouco se existiam mulheres matematicas entre eles. No quadro
I, apresentamos os participantes do | CBM, que consta nos anexos das atas deste evento.

Quadro 1: Participantes do Primeiro Col6quio Brasileiro de Matematica (1957)

Participantes do Primeiro Coléquio Brasileiro de Matematica (1957)

CIDADE/ESTADO PARTICIPANTE CENTRO UNIVERSITARIO
Alberto de Carvalho Peixoto de
Azevedo
Djairo Guedes de Figueiredo IMPA

Paulo Ribenboim
Manoel Teixeira da Silva Filho

Carlos Alberto Aragao de Carvalho FNFi-UB

Rio de Janeiro/RJ José Abdelhay FNFi-UB
Luiz Adauto da Justa Medeiros FNFi-UB

Constantino Menezes de Barros FNFi-UB

Eliana Rocha Henriques de Brito ENE-UB

Lindolpho de Carvalho Dias ENE-UB

Mauricio Matos Peixoto ENE-UB

Jorge Alberto Alvares Gomes Barroso | Faculdade de Ciéncias e Estatistica
Alexandre Augusto Martins Rodrigues
Candido Lima da Silva Dias
Carlos Benjamim de Lyra
Chaim Samuel Honig

Elza Furtado Gomide FFCL-USP
Sao Paulo/SP Fernando Furquim de Almeida
Luiz Henrique Jacy Monteiro
Omar Catunda
Waldyr Muniz Oliva

Domingos Pisanelli Faculdade de Ciéncias Econémicas
José Barros Neto da USP
Artibano Micali Instituto Tecnoldgico de

Sao José dos Campos/SP

Flavio Botelho Reis Aeronautica
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Francisco Anténio Lacaz Netto
Geraldo Severo de Souza Avila
Leo Huet Amaral
Nelo da Silva Allan
Nelson Onuchic
Campinas/SP Ubiratan D’Ambrosio Faculdade Catolica de Filosofia
Gilberto Francisco Loibel
Jorés Cecconi
Renzo Angelo Antonio Piccinini
Rubens Gouvéa Lintz
Antdnio Rodrigues
Ary Nunes Tietbdhl

Sao Carlos/SP

Escola de Engenharia

Faculdade de Filosofia da
Universidade do Rio Grande do Sul

Porta Alegre/RS Luiz Severo Motta
Ernesto Bruno Cossi Centro de Pesquisas Fisicas da
Francisca Maria Rodrigues Torres Universidade do Rio Grande do Sul

Alfredo Pereira Gomes
Roberto Figueiredo Ramalho de
Azevedo
Recife/PE . . Faculdade de Arquitetura da

Jonio Pereira de Lemos . . .
Universidade do Recife
Faculdade de Filosofia da
Universidade do Recife
Anténio Gervasio Colares Faculdade de Filosofia da
Francisco Silva Cavalcanti Universidade do Ceara
Escola de Engenharia da
Universidade do Ceara
Grenoble/Franga Georges Henri Reeb Universidade de Grenoble

Escola de Educacgao da
Universidade de Toquio

Instituto de Matematica da
Universidade do Recife

Manfredo Perdigdo do Carmo

Fortaleza/CE

Milton Carvalho Martins

Téquio/Japao Morikuni Goto

Fonte: Calabria, Nobre (2013)

O | CBM teve duragdo de trés semanas e sua programacao foi constituida de conferéncias
e cursos que pudessem refletir as tendéncias da pesquisa em Matematica daquele momento.
Foram proferidas 16 conferéncias por 10 matematicos brasileiros. Para os cursos, foram
escolhidos temas nos quais existiam pesquisadores em territério nacional, a saber: Algebra,
Topologia Algébrica, Analise Funcional e Geometria Diferencial. Apés tal escolha, a comissao
organizadora convidou matematicos brasileiros que estavam, naquele periodo, realizando
pesquisas nessas areas (ATAS, 1957). Posteriormente, foram incluidos na programacado dois
cursos, um seria proferido pelo professor M. Goto e o outro pelo matemético G. Reeb.

Destacamos que, segundo Toledo (2008), os cursos do | CBM possibilitaram aos
graduados o contato com a matematica estudada ap6s a graduagédo. Esse fato era relevante, de
acordo com esse autor, pois, nas décadas de 1950 e 1960, ndo existiam disciplinas de poés-
graduagdo no Brasil. Além disso, é importante ressaltar que os materiais a serem utilizados
nesses cursos foram redigidos e entregues previamente para a comissao organizadora do | CBM,
para que fosse possivel a produgdo de exemplares mimeografados. Foram produzidos 100
exemplares que foram distribuidos para os participantes e conferencistas do evento, bem como
para diversas universidades brasileiras. Posteriormente, a SMSP publicou mais 100 exemplares
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dessas notas. Esses materiais, para Lima (1995), contribuiram para o inicio de uma literatura
matematica brasileira.

No | CBM, foram realizadas discuss6es e foram elaborados alguns planos de estudos a
serem executados por matematicos em diferentes localidades. Além disto, foram elaboradas pela
comissdo organizadora e pelos participantes do evento algumas sugestdes para o aumento das
pesquisas matematicas no Brasil, a saber: a criacdo de uma literatura matemética brasileira de
nivel superior; a ampliagdo de intercambio entre os pesquisadores alocados em diferentes
instituicdes; a contratacdo de professores estrangeiros para instituicbes em territério nacional; a
criacdo de novas bolsas para matematicos realizarem pesquisas em instituicbes brasileiras e
estrangeiras e, ainda, a ampliacdo de periddicos destinados a divulgar pesquisas matematicas.
Com base nessas informagdes, Cavalari (2012) aponta que o | CBM pode ser entendido como um
marco no desenvolvimento da Matematica no Brasil.

Ao final das atividades do | CBM, os participantes definiram que as edigdes desse evento
seriam realizadas bienalmente e teriam duracdo aproximada de duas a trés semanas. Ficou
estabelecido, também, que os futuros conferencistas dos col6quios deveriam entregar
previamente as notas mimeografadas de seus cursos a comissdo organizadora do evento que
seria indicada pelo IMPA (ATAS, 1957).

Os coloquios brasileiros de Matematica séo realizados bienalmente e sem interrupgcbes
desde sua primeira edigdo. Com excegao do Ill CBM, que fora realizado em Fortaleza, 1961, até
sua décima quinta edicdo, todos os coléquios brasileiros de Matematica foram realizados na
cidade de Pocos de Caldas. A partir do XVI Coléquio Brasileiro de Matematica, em 1987, com a
construcéo da atual sede do IMPA, os coloquios passaram a ser realizados no Rio de Janeiro.

Segundo Elon Lages Lima, com o tempo, os coléquios foram crescendo e se tornando
grandes reunides de excelente qualidade cientifica. “A medida que a qualidade do coloquio foi
crescendo e o nivel da Matematica brasileira foi ficando mais sofisticado, comecaram a
predominar as atividades de pesquisa”’ (IMPA 2003, p. 106). Atualmente, os col6quios brasileiros
de Matematica sdo encontros que visam discutir e divulgar a Matematica produzida no Brasil,
relnem estudantes e pesquisadores das areas de Matematica Pura e Aplicada como, também, da
Estatistica. Esse evento é organizado pelo IMPA, no Rio de Janeiro, entre os meses de julho e
agosto, com duragdo de duas semanas e prevé, em sua programacéo, palestras, conferéncias,
comunicagdes, além de cursos introdutérios e avangados.

ApoGs essa breve explanacédo histérica sobre a primeira edicdo do Coléquio Brasileiro de
Matematica, apresentaremos consideracdes acerca da presenca de mulheres mateméaticas nesse
evento.

3 A PRESENCA FEMININA NO PRIMEIRO coLoQuio

O Primeiro Coléquio Brasileiro de Matematica, de acordo com as informagdes apresentadas
anteriormente, contou com a participacdo de 49 matematicos. Dentre estes, trés eram mulheres, a
saber: Eliana Rocha Henriques de Brito, Elza Furtado Gomide e Francisca Maria Rodrigues
Torres.

As professoras Eliana de Brito e Elza Gomide foram identificadas na fotografia oficial do
primeiro Coldquio Brasileiro de Matematica (llustracédo 1). J& a Professora Francisca Torres nao
pode ser identificada nesta foto, isto significa que ou essa docente é uma das pessoas nao
identificadas ou ela ndo estava presente no momento no qual foi realizada a fotografia. Entretanto,
destacamos que podemos observar outras mulheres na Figura 1.
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Contudo, de acordo com Calébria (2010), essas mulheres, em sua grande maioria, eram as
esposas dos matematicos participantes, ou seja, acompanhantes deles. Esta autora aponta que
era usual, na época, os participantes irem acompanhados de suas esposas e filhos nos
congressos.

Figura 1: Fotografia Oficial do | Coléquio Brasileiro de Matematica e identificacéo de seus
participantes

Fonte: Calabria e Nobre (2013)

1. Manoel Teixeira da Silva Filho 32. Flavio Botelho Reis

2. Artibano Micali 33. Chaim Samuel Hénig

3. Carlos Benjamim de Lyra 34. Alberto de Carvalho Peixoto de
Azevedo

4. Lindolpho de Carvalho Dias 35. Jorés Cecconi

5. Djairo Guedes Figueiredo 36. José Abdelhay

6. Nelson Onuchic 37. José de Barros Neto

7. Renzo Angelo Antdnio Piccinni 38. Domingos Pisanelli

8. Anténio Gervasio Colares 39. George Henri Reeb

9. Gilberto Francisco Loibel 40. Francisco Silva Cavalcante

10. Ernesto Bruno Cossi 41. Candido Lima da Silva Dias

11. Alfredo Pereira Gomes 42. Fernando Furquim de Almeida

12. Roberto Figueiredo R. de Azevedo 43. ?

13. Milton Carvalho Martins 44. Maria A. Rodrigues

14. Luiz Henrique Jacy Monteiro 45. 7

15. Geraldo Severo de Souza Avila 46. Huguette Ribenboim

16. Morikuni Goto 47.7?

17. Ary Nunes Tietbohl 48. Lise Rodrigues

18. Waldyr Muniz Oliva 49. Eliana Rocha Henriques de Brito

19. Lourdes de la Rosa Onuchic’ 50. Marilia Chaves Peixoto

20. Antonio Rodrigues 51.7

21. Luiz Severo Motta 52.7

22. Manfredo Perdigdo do Carmo 53.7

23. Constantino Menezes de Barros 54. Elza Gomide

7 Identificacdo realizada pela professora Lourdes Onuchic em 2016.
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24. Carlos Alberto Aragédo de Carvalho 55. Yolanda Abdelhay

25. Paulo Ribenboim 56. 7

26. Jonio Pereira de Lemos 57. Dora Pisanelli

27. Alexandre Augusto M. Rodrigues 58. 7

28. Nelo da Silva Alan 59. Maria B. da Silva Cavalcante

29. Mauricio Matos Peixoto 60. Esposa do Prof. Waldyr Muniz Oliva®
30. Ubiratan D'Ambrosio 61.7?

31. Omar Catunda 62. Paulo Roberto Rodrigues®

Entretanto, merece destaque o fato de que a professora Lourdes de la Rosa Onuchic (na
foto identificada pelo nimero 19) era esposa do matematico Nelson Onuchic e era graduada em
Matematica e que a professora Marilia Chaves Peixoto (na foto identificada pelo nimero 50) era
esposa do matematico Mauricio Matos Peixoto e realizava pesquisas matematicas. A professora
Marilia também pode ser identificada em outra fotografia tirada durante o primeiro Coldquio
Brasileiro de Matematica (Figura 2).

Nessa segunda fotografia, podemos identificar cinco mulheres, a saber: Lise Rodrigues
(apresentada como Sra. A. A. Rodrigues) e as professoras Francisca Maria Rodrigues Torres,
Elza Furtado Gomide, Eliana Rocha Henriques de Brito e Marilia Chaves Peixoto.

Presumimos que a Sra. Lise Rodrigues tenha sido identificada como Sra. A. A. M.
Rodrigues e a Professora Marilia C. Peixoto nédo tenha sido apresentada como Sra. M. M. Peixoto,
pelo fato de que essa docente realizava pesquisas mateméaticas. Neste sentido, conjecturamos
que a Professora Marilia Peixoto possa ter participado do | CBM.

Com base nestas informagbes, questionamo-nos acerca da participagdo, neste evento, de
matematicas, esposas de pesquisadores participantes. Desta forma, entramos em contato com a
Professora Lourdes R. Onuchic, que, conforme ja apontado, era esposa do matematico Nelson
Onuchic™ que foi, inclusive, membro da comiss&o organizadora do | CBM.

De acordo com o relato da Professora Lourdes Onuchic'', ela e a Professora Marilia
Chaves Peixoto participaram das atividades do | CBM. Esta professora afirmou que seus nomes
ndo constam na lista de participantes do evento devido ao fato de ndo terem apresentado
conferéncias ou cursos e de ndo estarem, naquele momento, vinculada a nenhuma instituicao de
ensino superior. Em 1957, a professora Lourdes estava lecionando na educagéo basica.

Também, a Professora Lourdes Onuchic apontou que a professora Junia Borges Botelho
participou do Primeiro Coloquio Brasileiro de Matematica, assistiu a cursos e conferéncias.
Entretanto, seu nome nao figura na lista de participantes pelo fato de que, assim como a
professora Lourdes, a professora Junia, naquele momento, néo estava vinculada a uma instituicao
de ensino superior.

Com base nos relatos da Professora Lourdes, podemos afirmar que existiram matematicos
que participaram do | CBM e que seus nomes nao estdo na lista de participantes do evento.
Podemos afirmar, também, que seis matematicas participaram deste evento, a saber: Eliana de

8 |dem.

® Filho de Anténio Rodrigues.

% Este professor formou-se em Licenciatura em Fisica. Comegou sua carreira na Matemética como professor do
Departamento de Matematica do ITA. Realizou seu doutorado em Matemética. Colaborou com a criagéo do curso de
Matematica da FFCL de Rio Claro/SP. Foi professor Titular do ICMC-USP — Sao Carlos e membro fundador da
Academia de Ciéncias de Sdo Paulo. Também possui o titulo de Professor Emérito do ICMC de S&o Carlos e sua area
de pesquisa era em Equacgdes Diferenciais com Retardamento, na qual foi pioneiro no Brasil.

" Relato da Professora Lourdes Onuchic a Angélica Raiz Calabria em 10 de maio de 2016a.
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Brito, Elza Gomide, Francisca Torres, Junia Botelho, Lourdes de la Rosa Onuchic, Marilia Chaves
Peixoto. Neste sentido, destacamos que possam ter existido outras matematicas que participaram
do | CBM e que ndo puderam ser identificadas nos materiais disponiveis para a realizacao da
presente pesquisa.

Figura 2: Fotografia do 1° Coléquio Brasileiro de Matematica
: ]

RN S~ e M A e i SO0 ENA s & S M B B v

1. MARILIA CHAVES PEIXOTO 21. CANDIDO LIMA DA SILVA DIAS
2. CARLOS BENJAMIM DE LYRA 22, GILBERTO FRANCISCO LOIBEL
3. MAURICIO MATOS PEIXOTO 23, CARLOS ALBERTO ARAGAO DE CARVALHC
4. CHAIM SAMUEL HONIG 24. CONSTANTINO MENEZES DE BARROS
5. DOMINGOS PIZANELLI 25. MILTON CARVALHO MARTINS
6. PAULO RIBENBOIM 26. FRANCISCO CAVALCANTI
7. ARY NUNES TIETBOHL 27. MANFREDO PERDIGAO DO CARMO
8. OMAR CATUNDA 28. ELIANA FERREIRA ROCHA
9. LISE RODRIGUES (SRA. A.AM. RODRIGUES) 29. ANTONIO GERVASIO COLARES
10. JOSE DE BARROS NETTO 30. JONIO PEREIRA DE LESMES
11. DJAIRO GUEDES DE FIGUEIREDO 31. NELO DA SILVA ALLAN
12. ELZA GOMIDE 32. NELSON ONUCHIC
13. FRANCISCA TORRES 33. UBIRATAN D'’AMBROSIO
14. LINDOLPHO DE CARVALHO DIAS 34. ERNESTO BRUNO COSSI
15. ALBERTO DE CARVALHO PEIXOTO DE AZEVEDO 35. GEORGES REEB
16. WALDYR MUNIZ OLIVA 36. LUIZ HENRIQUE JACY MONTEIRO
17. MORIKUNI GOTO 37. MANOEL TEIXEIRA DA SILVA FILHO
18. ROBERTO FIGUEIREDO RAMALHO DE AZEVEDO 38. RENZO PICCININI
19. ALEXANDRE AUGUSTO MARTINS RODRIGUES 39. ARTIBANO MICALI
20. ANTONIO RODRIGUES 40. FERNANDO FURQUIM DE ALMEIDA

1° COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA - JULHO DE 1957

Fonte: Honig e Gomide (1979)
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Com relacéo a atuagéo nesse evento, destacamos que a professora Elza Furtado Gomide,
vinculada a Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras da USP, apresentou duas conferéncias
sobre Somas de Gauss'® (ATAS, 1957). Ndo encontramos registros de que as outras matematicas
participantes deste evento tenham apresentado conferéncias.

ApOs esta explanacdo sobre a presenca feminina no | CBM, apresentaremos algumas
informagdes biogréaficas sobre as professoras que participaram deste evento, destacando alguns
aspectos de sua carreira académica. Enfatizamos que com excecdo da Profa. Elza Gomide, as
informacdes relativas a vida e obra das matematicas séo escassas.

3.1 Eliana Rocha Henriques de Brito (1933-2002)"

Essa participante do Primeiro Coléquio bacharelou-se em Matematica pela FNFi-UB em 1955 e,
no ano seguinte, graduou-se pela Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro em
Licenciatura em Matematica.

Figura 3: Eliana Rocha Henriques de Brito

Fonte: UFRJ (s/d)

Iniciou sua carreira docente como Auxiliar de Ensino da cadeira Mecéanica Racional da
ENE-UB, regida por M. M. Peixoto, em 1956. No ano seguinte, tornou-se Auxiliar de Ensino da
cadeira de Geometria Analitica e Superior da FNFi, regida pela Professora Maria Laura Leite
Lopes'.

No final dos anos 1950 e inicio de 1960, realizou estagios na Universidade de Chicago e
na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Paris. Nesta instituicdo, teve contato com Laurent
Schwartz'®.

Em 1965 realizou concurso para Livre Docéncia, na ENE — UB, com a dissertagdo
intitulada “Separagéo de Espago e Tempo nas Distribuicdes Invariantes da Solugdo de Ondas”.
Assim, obteve o titulo de doutora em Matematica. De acordo com Silva (2006), nesse periodo, em
virtude do decreto no. 8.659 de abril de 1911, era concedido o grau de doutor ao candidato
aprovado no concurso de Livre-Docéncia. Destacamos o fato da tematica deste trabalho ter sido
sugerida pelo Professor L. Schwartz em 1961.

"2 De acordo com Lima (1995), a professora Elza, ministrou no Il CBM, juntamente com os professores Alexandre A. M.
Rodrigues, Nelo Allan e Omar Catunda, o curso intitulado “Superficies de Riemann”.

'8 Esta biografia foi elaborada com base em dados apresentados em: http://www.im.ufrj.br/doc/eliana.htm.

' Formada em Bacharelado e Licenciatura em Matematica pela FNFi-UB e Professora Emérita da Universidade Federal
do Rio de Janeiro (UFRJ). Foi uma das primeiras brasileiras a obter o grau de doutora em Ciéncias (Matematica) e se
destaca, também, por suas grandes contribuicdes na area de Educagdo Matematica.

'® Primeiro matematico francés a receber a Medalha Fields. Sua principal obra foi a Teoria das Distribuicdes e contribuiu
para a area de Andlise Funcional, Teoria da Medida, Equacdes Diferenciais Parciais e Probabilidade.
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Atuou na graduacdo e PoOs-Graduagdo em Matematica da UFRJ, instituicdo na qual se
aposentou, como Professora Titular da UFRJ em 1990. Faleceu em 17 de outubro de 2002

3.2 Elza Furtado Gomide (1925-2013)"”

Elza Furtado Gomide nasceu em S&o Paulo em 20 de agosto de 1925. Formou-se bacharel em
Fisica e em Matematica, em 1944 e 1946, respectivamente pela FFCL-USP.

Figura 4: Elza Furtado Gomide (1958)

Fonte: Cavalari (2012)

Em 1945, tornou-se professora assistente do professor Omar Catunda'®, na cadeira de
Anélise Matematica, na FFCL-USP. Em meados dos anos 1960, regeu a cadeira de Calculo
Infinitesimal'® do Departamento de Matematica da FFCL-USP. Até o inicio da década de 1960, foi
a Unica docente do departamento de Matematica desta faculdade. Posteriormente, a partir de
1970, tornou-se professora do Instituto de Matematica e Estatistica da USP (IME-USP)
(CAVALARI, 2012).

Elza Gomide também foi a primeira brasileira a receber o titulo de doutora em Matemética,
mediante defesa de tese. Sua tese intitulada “A hipétese de Artin-Weil sobre corpos finitos e o
nmero de solugdes de tais equacgdes” realizada, sob a orientacdo de Jean Delsarte®, na USP, foi
defendida em 27 de dezembro de 1950. Os resultados desta pesquisa foram publicados no
Boletim da Sociedade Matematica de Sao Paulo, em dezembro de 1949 (vol. 4, fasciculos | e Il).
De acordo com Castro (1999), esse trabalho pode ser classificado como uma contribuigcdo valiosa
no campo da Algebra Moderna brasileira.

Nos anos de 1962 e 1963, realizou o p6s-doutorado no Insitut Henri Poincare, em Paris,
na area de geometria e topologia, sob a supervisdo de Charles Ehresmann?'. Realizou pesquisas

'8 Informagéo obtida no diario oficial da unizo de 02/02/2006.

"7 Esta biografia tem como referéncia Cavalari (2009).

8 Foi matematico, Professor e Educador brasileiro. Iniciou sua carreira na FFCL-USP e, posteriormente, trabalhou na
Universidade Federal da Bahia. Sua area de atuagdo era Analise Matematica.

" Em 1963 em decorréncia da aposentadoria do Professor Catunda, a cadeira de Analise Matematica ficou sob a
regéncia da professora Elza Gomide e seu assistente Carlos Benjamin de Lyra. Posteriormente, essa cadeira foi
subdividida nas catedras Equacdes Diferenciais e Célculo Infinitesimal. A primeira foi regida pelo professor contratado
Chaim Samuel Honig e a segunda ficou sob a responsabilidade da professora Elza Gomide e do assistente Carlos
Benjamin de Lyra (CAVALARI, 2012).

2 Foi um matematico francés da area de Analise Matematica e um dos fundadores do grupo Nicolas Bourbaki.

2! Matematico Francés e membro do grupo Nicolas Bourbaki. Foi um dos criadores da Topologia Diferencial e pioneiro
na Teoria das Categorias.
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nas areas de analise, topologia e geometria. Orientou trabalhos de matematica de nivel de
graduacdo e pos-graduacédo. Interessou-se, também, pelas areas de Educacdo Matematica e
Histéria da Matematica.

Teve importante atuacdo na Matematica da USP, instituicdo na qual também exerceu
atividades administrativas. Aposentou-se, compulsoriamente da USP e, posteriormente, atuou
como professora voluntaria nessa instituicdo. Faleceu em Sao Paulo em 23 de outubro de 2013.

Participou ativamente das primeiras edi¢des dos coloquios brasileiros de Matematica,
realizou conferéncias em varias instituicdes de ensino superior no Brasil, redigiu notas de aula e
elaborou tradugdes de obras, em especial na area de Calculo e Andlise, que foram amplamente
utilizadas em territorio nacional. Participou de varias sociedades cientificas, foi sécia fundadora da
Sociedade de Matematica de Sdo Paulo (sendo vice-presidente de 1966-1967), da Sociedade
Brasileira de Matematica e do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF).

3.3 Francisca Maria Rodrigues Torres (1930)

Francisca Maria Rodrigues Torres é filha de Humberto Grant Torres e Anna Maria Genoveva
Rodrigues Torres. Nasceu 11 de outubro de 1930, na cidade de Pelotas/RS. Graduou-se bacharel
em Matematica pela Faculdade de Filosofia da Universidade do Rio Grande do Sul. Apés concluir
a graduacéo, tornou-se docente desse mesmo instituto até sua aposentadoria. Também lecionou,
no Colégio Estadual Julio de Castilhos, localizado na cidade de Porto Alegre (FORMOSO, 2016).

3.4 Junia Borges Botelho (1925)

Junia nasceu no dia 12 de setembro de 1925, em Santos/SP, e iniciou sua carreira docente como
professora de Ensino Basico no Ginasio Estadual “Prof. Zuleika de Barros Martins Ferreira”, em
Sao Paulo/SP (BADIN, 2006). Com a criagcdo da FFCL-Rio Claro, em 1958, foi convidada para
ministrar “Cursos Prévios”. Lecionou nos anos 1958 e 1959, as disciplinas de Matematica e Fisica.
Atuou no curso de Matematica da FFCL de Rio Claro, lecionando Algebra Moderna, no periodo de
1958 a 1963 (SOUTO, 2006). Foi, em 1966, auxiliar da catedra de Calculo Infinitesimal do
Departamento de Matematica da FFCL-USP, regida pela professora Elza Gomide (CAVALARI,
2012).

Figura 5: Junia Borges Botelho

Fonte: Arquivo FFCL — Rio Claro (s/d)

Em 1969, tornou-se mestre em Matematica pela Faculdade de FFCL-USP, com a
dissertacao intitulada “Integral Formal de Sistemas de Equacgdes a Derivadas Parciais”, realizada
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sob a orientacdo de Alexandre Augusto Martins Rodrigues. Posteriormente, em 1973, sob a
mesma orientacd@o, obteve o doutoramento, pela FFCL de Rio Claro defendendo a tese intitulada
“O Teorema de Frobenius Formal” (RODRIGUES, 2008).

3.5 Lourdes de la Rosa Onuchic (1931)%

Filha de José de la Rosa e Manoela de la Rosa Martinez, nasceu em Sao Paulo em 02 de julho de
1931. Graduou-se em Bacharelado e em Licenciatura em Matematica pela FFCL-USP em 1954.
Iniciou sua carreira docente lecionando na Educagéo Bésica.

Figura 6: Lourdes de la Rosa Onuchic

3

o

Fonte: Instituto de Ciéncias Matematicas de Computag¢éo — ICMC/USP (s/d)

Em 1959, foi contratada pela FFCL de Rio Claro para lecionar, inicialmente, no Curso de
Pedagogia e, posteriormente, no Curso de Matemética. Permaneceu nesta instituicdo até 1966.
No ano seguinte, foi contratada pela USP, campus de Sao Carlos. Nessa universidade lecionou
nos cursos de Engenharia, Matematica, Fisica e Quimica.

No inicio dos anos 1960, participou de um curso com Philip Hartman® na Johns Hopkins
University — Baltimore, MD. Concomitantemente, fez dois cursos relativos ao ensino de
Matematica, elementar e secundaria, nessa mesma instituicéo.

Tornou-se mestre, em 1971, com a defesa da dissertagéo intitulada “Algumas aplicacdes
de um critério de comparagéo de Hale para Sistemas de Equagbes Diferenciais com retardamento
no tempo”, realizada na Escola de Engenharia de Sédo Carlos (EESC-USP). Apés sete anos,
tornou-se doutora com a defesa da tese “Estimativa e Invaridncia de Conjuntos w-limite das
Solugdes de um Sistema de Equagdes Diferenciais Ordinarias: estabilidade e comportamento no
infinito”, realizada no Instituto de Ciéncias Matematicas de Sao Carlos (ICMSC-USP).

Participou de muitos congressos nacionais e internacionais nas areas de Matematica e de
Educacdao Matematica. Apds a aposentadoria da USP campus Sao Carlos, em 1986, passou a
dedicar-se exclusivamente a Educacdo Matematica.

Trabalhou, novamente na Educagéo Basica, fazendo de sua sala de aula um laboratério de
pesquisa para 0 processo ensino-aprendizagem no Ensino Médio e, posteriormente, em 1989, se
credenciou no Programa de Pés-Graduagdo em Educacdo Matematica na UNESP campus Rio
Claro. Foi, entdo, contratada para lecionar no curso de graduagcdo em Matematica dessa
instituicdo e atuou em outros cursos de pos-graduacao na area de Educacdo Matematica.

2 Esta biografia foi escrita com base em Cavalari (2013).
% Nzo foi encontrada nenhuma informacéo sobre este matematico.
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A Professora Lourdes permanece em atividade, participa do Programa de P6s-Graduagéo
em Educacdo Matematica na UNESP de Rio Claro. Suas pesquisas em Educagdo Matematica
concentram-se na area de “Resolucdo de Problemas” com enfoque em ensino-aprendizagem-
avaliacdo de Matematica através da Resolugéo de Problemas e na formagéo de professores.
Estas se configuram como referéncia no cenario nacional. E revisora de varios periédicos da area
de Educacdo Matemética, como Zetetiké, Educacdo Matemética e Pesquisa, Acta Scientiae e
Bolema (Boletim de Educagéo Matematica).

3.6 Marilia Chaves Peixoto (1921-1961)

Marilia nasceu em 24 de fevereiro de 1921 em Santana do Livramento-RS (MELO e RODRIGUES,
2005). Graduou-se em engenharia pela Escola de Engenharia da UB, em 1943. Enquanto
realizava o curso de engenharia e atuava como monitora, era aluna ouvinte do curso de
Matematica da Faculdade Nacional de Filosofia. Atuou como docente na ENE — UB em Célculo e
Mecanica e, também, em cursos especiais no CBPF?* (SILVA, C. M, 2006).

Figura 7: Marilia Chaves Peixoto

Fonte: Silva (2006)

Obteve o titulo de doutora por meio da aprovagdo no concurso para livre-docente pela
ENE-UB, em 1948, defendendo a dissertacéo intitulada One Inequalities y = G(x,y,y’,y'"). Marilia
foi a primeira mulher a obter o titulo de doutora em Matematica no Brasil (SILVA, C. P., 2006).

De acordo com Circe Maria da Silva (2006), Marilia realizou importantes trabalhos na area
de equacgdes diferenciais e publicou, juntamente com, seu entdo marido, Mauricio Matos Peixoto®,
dois artigos importantes nos Anais da Academia Brasileira de Ciéncias, a saber: On the
inequalities y'"' G(x,y,v',y'"), em 1949, e Structural stability in the plane with enlarged boundary
conditions, em 1959. Um desses trabalhos juntamente com outros artigos de Mauricio Matos
Peixoto, resultaram, segundo Silva (2009), no Teorema de Peixoto & Peixoto.

Marilia foi a primeira brasileira eleita para a Academia Brasileira de Ciéncias em 12 de
junho de 1951. Faleceu ainda jovem, em 1961 (MELO e RODRIGUES, 2005).

Embora tenhamos poucas informagbes sobre a trajetéria académica de Marilia Chaves
Peixoto, esta professora & frequentemente citada como uma Matematica pioneira no cenario
Nacional.

% Nao conseguimos apurar com precisdo o periodo no qual a professora Marilia esteve vinculada a UB e ao CBPF.

% Formado em Engenharia Civil, seguiu a carreira de matematico. Suas pesquisas foram desenvolvidas na area de
Sistemas Dinamicos e Equacdes Diferenciais. O seu trabalho de destaque é o Teorema Peixoto. E Professor Titular e
Pesquisador Emérito do IMPA.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

O presente artigo objetivou investigar a presenca feminina na primeira edicdo do Coldquio
Brasileiro de Matematica que, conforme exposto, pode ser considerado um marco histérico para o
desenvolvimento da Matematica Brasileira.

Esta investigacdo apontou que trés mateméticas foram convidadas oficialmente e
participaram deste evento, a saber: Eliana Rocha Henriques de Brito, Elza Furtado Gomide e
Francisca Maria Rodrigues Torres. Entretanto, os dados que obtivemos permitem afirmar que as
professoras Junia Borges Botelho, Lourdes de la Rosa Onuchic e Marilia Chaves Peixoto, apesar
de ndo estarem na lista de participantes, também participaram do primeiro Coléquio Brasileiro de
Matematica. Além disso, existiram matematicos que participaram do | CBM e que seus nomes nao
estdo na lista de participantes do evento. Assim, merece destaque o fato de que possam ter
existido outras matematicas participantes desse evento. Com relagdo a participagdo no | CBM
destacamos que a professora Elza Furtado Gomide proferiu duas conferéncias.

Por outro lado, merece destaque o registro de outras matematicas que atuavam no Brasil
nesse periodo e que ndo participaram do | CBM. Enfatizamos, entdo, que as mateméticas
destacadas no presente trabalho ndo eram as Unicas mulheres a se dedicar a pesquisa
matematica em territério nacional.

A escrita da biografia das matematicas que participaram no | CBM possibilitou que
percebéssemos que, com excegdo da Professora Elza Gomide, o material existente sobre a vida e
obra destas matematicas é ainda pouco aprofundado. Neste sentido, entendemos que a presente
investigagdo suscita investigagdes futuras acerca da vida e da obra dessas matematicas que
foram pioneiras na matematica brasileira e da participacdo feminina no desenvolvimento dessa

ciéncia no Brasil.
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ARTIGO

QUERIDO DIARIO: O QUE DIZEM AS NARRATIVAS SOBRE A
FORMACAO E A FUTURA PRATICA DO PROFESSOR QUE ENSINARA
MATEMATICA NOS ANOS INICIAIS

DEAR DIARY: WHAT DOES THE NARRATIVES SAYS ABOUT THE FORMATION AND
THE TOMORROW'S PRACTICE OF TEACHERS WHO WILL EDUCATE MATH IN THE
PRIMARY YEARS

SILVA, Américo Junior Nunes da’
PASSOS, Carmen Lucia Brancaglion®

RESUMO

Este artigo é resultado do trabalho realizado durante o semestre letivo 2015.2. Trata-se de um recorte da
pesquisa de doutoramento do primeiro autor com o objetivo de identificar e discutir as marcas de futuros
professores dos anos iniciais, quanto a Matematica e ao seu ensino, que sao manifestadas nas trajetérias
de vida registradas nos diarios reflexivos. Elegeu-se a tematica de narrativas e de formacéao de professores
que ensinardo Matematica nos anos iniciais, como foco de discusséo, sobretudo, pela aproximagao
profissional e académica dos autores. A construgdo de dados se deu a partir de narrativas autobiograficas
escritas de um grupo de alunos do 6° semestre do curso de Pedagogia de uma Universidade Publica do
Estado de Sdo Paulo. A andlise dos dados para a identificagdo e a discussao das marcas apresentadas
pelos licenciandos partiu da leitura dos diarios reflexivos. O uso da escrita narrativa permitiu delimitar as
compreensdes dos estudantes participantes da pesquisa a respeito de seu proprio percurso formativo,
possibilitando um movimento de reflexao sobre suas histérias de vida, o que repercute, dessa forma, no seu
desenvolvimento, tanto profissional como pessoal. E necessario que os cursos de formacéo inicial de
professores que atuardo nos anos iniciais e na educacao infantil repensem o lugar da Matemética e sua
importancia, também, para o processo de alfabetizacdo, e possibilitem que os futuros professores se
reconhecam enquanto educadores matematicos.

Palavras-chave: Formacao de professores. Diario reflexivo. Ensino de Matematica.
ABSTRACT

This paper is the outcome of a work conducted along the 2015.2 academic semester. It is a cut-out of a
doctoral research of the first author, aiming to identify and to discuss the marks in future teachers of the
primary years, in relation to math and its teaching. These marks are manifested on the life’s trajectories
written on the reflexive diaries. It was chosen the subject area of narratives and the formation of teachers
that will school math in the primary years, focussing the discussion, above all, because the authors shows a
professional and academic convergence. The data building was given through autobiographical narratives
written by a group of students from the 6th semester of Pedagogy course in a public University in Sdo Paulo
state. The data analyzis aiming the identification and discussion of the presented marks by the students
initiated in the reading of reflexive diaries. The use of the written narrative allowed to delimit the
comprehensions of the students who participated in the research towards their own formative trajectory,
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allowing a reflexive movement about their life histories, throwing back, thus, to their professional and
personal development. It is important that the formation courses for teachers who will act on primary years
and child education considers the place of Math and its importance, also for the alphabetization process, and
permits that the teachers of tomorrow recognize themselves as math educators.

Keywords: Teachers Formation. Narratives. Math Teaching.

1 INTRODUCAO

Um ponto importante de discussédo e que se aproxima das estratégias formativas da disciplina que
culminou na escrita deste artigo €, como apresenta também Marcelo Garcia (2009), a necessidade
de um processo intencional e planejado de atividades que possam promover uma melhor
formagéo. Acreditamos que essas estratégias precisam considerar as marcas que sdo trazidas
pelos futuros professores, como as de suas histérias de vida, e que muito influenciam todo o
processo formativo e a futura pratica profissional.

André (2010, p. 178), nessa mesma direcéo, sinaliza a necessidade de conhecermos os
sujeitos em formacdo, pois, assim, conseguiriamos pensar em “caminhos mais efetivos para
alcangar um ensino de qualidade, que se reverta numa aprendizagem significativa para os
alunos”. E foi nesse ambito que pensamos o lugar das narrativas por meio do diario reflexivo,
como forma de os licenciandos registrarem suas histérias de vida, permitindo-nos conhecé-los, e
manifestarem as marcas que possuem quanto a Matematica e ao seu ensino, possibilitando-nos o
planejamento de atividades capazes de promover uma melhor formagéo. Também, pelo mesmo
instrumento, eles mesmos teriam a oportunidade de refletirem sobre o que escreveram,
(re)significando suas memoérias a partir do momento presente.

As narrativas, escritas e orais, tém sido utilizadas ha muito tempo como instrumentos
educativos, configurando-se artefatos culturais importantes para a organizacdo do pensamento e
da realidade e para a estruturacdo de aprendizagens (ROLDAO, 1995). E inevitavel, ao
abordarmos a tematica de narrativas enquanto instrumento para formagao de professores, nao
levarmos em consideracdo muitos problemas que, embora antigos, mantém-se bastante atuais,
pois se manifestam nos textos dos alunos e ainda influenciam suas futuras préticas profissionais.

Ainda em relacdo aos problemas destacados anteriormente, vale salientar que eles se
caracterizam como constru¢des advindas, muitas vezes, das experiéncias de vida — nesse caso,
incluindo-se as experiéncias enquanto estudantes da Educacdo Basica —, e algumas dessas
experiéncias reverberam em problemas de formagdo matematica, de concepgdes com relagdo a
Matematica, a educacdo matemética, a sala de aula e ao espacgo escolar. As narrativas, portanto,
configuram-se como mecanismo de acesso as histérias de vida dos sujeitos e possibilitador de
(re)significacao e reflexao dessas. De certa forma, isso nos mostra a necessidade e a importancia
de pesquisar e discutir essas questdes em busca de solugdes para muitos dos problemas
arrolados.

Este artigo, decorrente de uma investigacdo de natureza qualitativa e de um recorte da
pesquisa de doutoramento® do primeiro autor, apresenta a seguinte problematica de pesquisa:
marcas relativas a Matematica e ao seu ensino, deixadas ao longo da trajetoria de vida de futuros
professores dos anos iniciais, manifestadas e registradas em diarios reflexivos, podem influenciar
a formacéo inicial deles? Objetivamos, portanto, identificar e discutir as marcas de futuros

A investigagdo no doutoramento se propde a acompanhar os licenciandos do 6° ao 8° semestre do curso
e, se possivel, o primeiro ano da docéncia
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professores que ensinardo Matematica nos anos iniciais e entender como e se elas podem
influenciar uma futura pratica profissional.

A construcé@o de dados se deu a partir de narrativas autobiograficas escritas por um grupo
de alunos® do 6° semestre do curso de Pedagogia de uma Universidade Publica do Estado de Séo
Paulo. Durante um semestre, os estudantes do curso fizeram registros em um diario, que
nomeamos “diario reflexivo”. Para este trabalho, analisaremos apenas a construgéo realizada no
primeiro dia de aula, pois foi um momento no qual direcionamos a escrita para as questbes
objetivadas por este recorte de pesquisa.

Neste trabalho, a proposta de constru¢do de narrativas assume uma dupla funcionalidade
e foi dessa maneira que a apresentamos aos licenciandos: de formacdo, para eles, e de
instrumento de pesquisa, para nés, pesquisadores. As narrativas produzidas pelos sujeitos
participantes que serviram de base para a construgcdo deste artigo foram objeto do trabalho dos
pesquisadores com uma disciplina que trata dos fundamentos teéricos e metodologicos do ensino
da Matematica, oferecida durante o semestre letivo 2015.2.

No primeiro dia de aula, foi apresentada a proposta de trabalho. Na ocasido, solicitamos
aos estudantes que construissem, de forma escrita, uma narrativa na qual registrassem um pouco
de sua histéria de vida, tendo como direcionadoras algumas questdes, sendo elas: i) as trajetorias
de vida e a relagdo com a Matematica e o seu ensino; ii) as marcas dos futuros professores que
ensinardo Matematica nos anos iniciais quanto a Matematica e ao seu ensino; iii) sobre a
profissdo docente e as expectativas quanto ao futuro profissional.

Optaram por participar do trabalho de pesquisa, assinando o termo de consentimento livre
e esclarecido, 25 alunos de um total de 30. Para este artigo, faremos a analise da construgéao
realizada pelos presentes no primeiro dia de aula. Acreditamos que seja interessante,
futuramente, estabelecer uma relacdo com os discursos construidos/desconstruidos ao longo da
disciplina, uma vez que os diarios foram alimentados ao longo de todo o semestre. No entanto,
salientamos que esse nao é o objetivo deste trabalho, ndo neste momento.

Quanto a escolha do diario como metodologia para o processo de formacdo inicial e
instrumento de coleta de dados para a pesquisa, levaram-se em consideragéo, sobretudo, as
ideias de Oliveira (2011, p. 292), segundo a qual a narrativa permite “o acesso ao modo como
cada pessoa se forma, como a sua subjetividade é produzida, permite-nos conhecer a
singularidade da sua histéria, 0 modo singular como age, reage e interage com 0s seus
contextos”. A escrita, ainda segundo a autora, proporciona interagdo e significagdo, principio
importante da formacéo de professores que possibilita o questionamento de suas préprias crengas
e praticas institucionais. “Nesta perspectiva, a trajetoria de vida ndo determina, mas representa
uma importante condicdo do contexto no qual o futuro profissional retira o material para a
construcdo da sua maneira pessoal de lidar com a profissao” (OLIVEIRA, 2011, p. 292).

2 A FORMACAO DE PROFESSORES QUE ENSINARAO MATEMATICA E AS NARRATIVAS:
DIALOGO POSSIVEL

Na busca por entender os caminhos de tornar-se professor, muitas pesquisas se dedicam a
investigar os cursos de formacgéo inicial. Segundo Flores (2001) e Flores e Day (2006), este
caminho é construido por um processo complexo, idiossincratico e multidimensional. Nesse

‘0 grupo de alunos que fazem parte dessa pesquisa aceitou participar da mesma, assinando o Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE).
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sentido, acreditamos que o caminho a que nos referimos é complexo e multidimensional, pelos
inUmeros elementos, sujeitos e espagos que influenciam essa formacgéao, e idiossincratico, pelas
questdes subjetivas e particulares de cada sujeito.

Ainda em relagcdo ao processo de formacédo, Tardif (2000, p. 15) salienta que “[...] um
professor tem uma histéria de vida, é um ator social, tem emocgbes, um corpo, poderes, uma
personalidade, uma cultura, ou mesmo culturas, e seus pensamentos e agdes carregam as
marcas do contexto nos quais se inserem”. S&o esses, para nos, alguns elementos que marcam
as questdes complexas, idiossincraticas e multidimensionais.

Os futuros professores possuem um entendimento sobre o que é ser professor e como
ensinar Matematica, que foi construido ao longo de sua trajetéria escolar, como sinalizam também
Nacarato, Mengali e Passos (2009). Esse conhecimento prévio impacta o processo de formagéo e
precisa ser considerado pelos formadores de professores, uma vez que sdo eles que pensaréo
em agles para (re)significar as marcas que esse saber prévio representa para os alunos em
formacéo.

Muitos licenciandos, como aponta Loughran (2009), esperam que os cursos de formacéo
inicial apresentem receitas de como devem ensinar, esquecendo-se de particularidades que séo
importantes no processo educativo. Mesmo sabendo que o caminho ndo é tdo Obvio assim, é
importante que os formadores de professores aproximem os licenciandos do “ch&do da sala de
aula” para que eles (re)signifiquem as teorias e estudos realizados durante a graduagéo. Sabemos
que, para isso, os formadores precisam conhecer a realidade do ambiente escolar. Dai também
percebermos que é preciso um cuidado na formagéo desses formadores.

Os alunos desejam formulas de ensino, um objeto almejado. No entanto, é importante que
eles conhecam a escola de perto, objeto necessario. Dai nos perguntamos: Como o segundo
objeto desconstréi o primeiro?

Em investigacéo realizada por Flores e Day (2006), observou-se que muitos professores
desacreditam nas teorias estudadas durante a graduacdo e as consideram sem aplicagdo. No
entanto, cabe destacar, ainda segundo Flores (2004, p. 128), que o ensino nao se refere apenas a
“aquisicdo de destrezas e de conhecimentos técnicos”, mas também a um “processo reflexivo e
critico (pessoal) sobre o0 que significa ser professor e sobre os propésitos e valores implicitos nas
proprias agoes e nas instituicdes em que se trabalha”.

Muitos licenciandos® ou professores em inicio de carreira, quando diante de problematicas
de sala de aula que consideram discrepantes ou desligadas do que estdo estudando - no caso dos
licenciandos - ou estudaram na graduacdo, recorrem ao periodo de experiéncia escolar. As
vivéncias e marcas que tiveram quando alunos da Educacgédo Bésica passam a ser revisitadas em
suas escolhas de acéo pedagodgica quando em estagio, por exemplo.

N&o podemos esquecer que, aos professores que ensinardo nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, soma-se uma questédo importante: o ensino de Matematica. Dessa particularidade
que chamamos de ensinar Matematica nos anos iniciais, surgem outros problemas que se somam
aos que vimos até aqui. Entre eles, citamos o medo que se transforma em repulsa dessa ciéncia
[dois sentimentos que parecem caminhar juntos], algo que repercute no ensino e, posteriormente,
na aprendizagem das criangas.

A Matematica, no curso de Pedagogia, apresenta-se enquanto ciéncia, enquanto
linguagem a partir da qual é possivel alfabetizar e enquanto disciplina escolar historicamente

*Em relacéo aos licenciandos, referimo-nos as experiéncias de estagio.
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constituida. E, portanto, um objeto de conhecimento que abarca todas essas concepcdes. Nesse
caso, levando em consideracdo o0 anteriormente exposto, cabe considerar essas questdes ao
longo do texto, uma vez que apresento a Matematica nessas diferentes perspectivas.

Ainda em relacdo as especificidades do ensino de Matematica, é importante destacar que
cabe ao futuro professor dos anos iniciais compreender as questdes referentes a alfabetizacao
matematica. Para muitos, esse termo néo € tao usual, uma vez que falar em alfabetizagéo remete,
quase sempre, a ideia de aquisi¢cdo da leitura e da escrita em lingua materna, esquecendo-se do
processo de matematizar.

Hé& a necessidade de repensar a construcdo da ideia de alfabetizacdo, sobretudo, pelo fato
de as criangas ja conviverem com as ideias matematicas antes do ingresso na escola; e essa
articulacdo com a lingua materna pode possibilitar uma maior aproximacéo e familiaridade com
ela. Dessa forma, evitar-se-do, possivelmente, marcas geradas pela nédo relacao estabelecida com
as situagdes cotidianas, por exemplo.

Segundo Machado (1990, p. 15), seguir o processo de alfabetizagdo, sem dar a devida
atencdo a Matematica, € como se a “alfabetizag@o néo se tivesse completada”. “Ser alfabetizado
em Matematica, entdo, & entender o que se Ié e escrever 0o que se entende a respeito das
primeiras nogdes de aritmética, geometria e légica” (DANYLUK, 1988, p. 58). Definimos, portanto,
que alfabetizacdo matemética € a atividade de ler e compreender Matematica, considerando sua
linguagem particular.

“Como eu vou ensinar algo de que nao gosto”? “Como farei os meus alunos aprenderem
uma ciéncia que eu ndo conheco”? Esses sdo questionamentos feitos, com frequéncia, por muitos
professores em formacéo; ja foram objeto de estudo de inUmeras pesquisas e continuam sendo
bastante importantes, sobretudo pelo fato de muitos professores que ensinardo Matemética ainda
nao se reconhecerem enquanto educadores matematicos.

Os questionamentos expostos anteriormente expressam uma relagdo com as vivéncias e
as marcas originadas de experiéncias anteriores a formacao inicial, mas que repercutem ao longo
da trajetoria de vida de cada sujeito. Dentro dos cursos de Pedagogia, por exemplo, percebemos
que essas impressdes sao comuns e que as disciplinas destinadas as discussbes da Matematica
e de seu ensino sao infimas.

Alguns cursos de formagéo inicial apresentam carga-horaria e numero de disciplinas
insuficientes para o trabalho com a Matematica e seu ensino, como sinaliza Gatti (2010). Em sua
maioria, 0s cursos apresentam uma Unica disciplina que trata de fundamentos tedricos e
metodologicos do ensino da Matematica, com carga horaria de 60 horas.

Um grande nimero de ementas registra frases genéricas, ndo permitindo
identificar contetdos especificos. Ha instituicbes que propéem o estudo dos
conteudos de ensino associados as metodologias, mas, ainda assim, de forma
panoramica e pouco aprofundada. Entdo, mesmo no conjunto de 28,9% de
disciplinas que podem ser classificadas como voltadas a formagéo profissional
especifica, o que sugerem as ementas € que esta formacao é feita de forma ainda
muito insuficiente, pelo grande desequilibrio entre teorias e praticas, em favor
apenas das teorizagbes mais abstratas (GATTI, 2010, p. 1370).

Muitos concebem a Matematica como uma ciéncia composta de contetdos “fixos e seu
estado pronto e acabado” (D’AMBROSIO, 1993, p. 35). Freitas, Nacarato et al. (2005, p. 89)
apontam que o futuro professor deve ser “desafiado a aprender a ensinar de modo diferente do
que lhe foi ensinado”. Como (re)significar algumas marcas se ndo ha espago nos cursos para que
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isso ocorra? Como diminuir a distancia, percebida pelos futuros professores, entre teoria e
pratica?

Gatti (2010) destaca como uma das fragilidades dos cursos de Pedagogia a desarticulagao
entre teoria e pratica. Nessa mesma direcdo, Flores (2010) também aponta que uma das questdes
que tem sido considerada critica na formacéao inicial de professores é o dual teoria e pratica.
Korthagen (2009 apud FLORES, 2010), nesse sentido, defende uma abordagem realista,
construida a partir das experiéncias de ensino dos futuros docentes, na formacao de professores,
articulando essas duas questoes.

Korthagen (2009 apud FLORES, 2010) referencia o papel sistematico da reflexdo na
aprendizagem, algo que deve acontecer no contexto da formacéo inicial. Ainda segundo o autor,
“a reflexdo ajuda a tomar consciéncia dos aspectos inconscientes do ensino no sentido de tornar
os alunos, futuros professores, mais sensiveis aos aspectos mais importantes das situagdes
educativas, aquilo que o autor designa de phronesis” (KORTHAGEN, 2009, apud FLORES, 2010,
p. 185).

E nesse processo de reflexdo e de tomada de consciéncia sobre alguns aspectos que
apresentamos as narrativas como importantes ferramentas para a formagéo docente. As histérias
de vida® dos sujeitos permitem que eles vejam e signifiquem a carreira de diversas formas. Para
Demartini (2008, p. 46), “o ato de escrever, mesmo que quase mecanicamente, implica
geralmente em pensar sobre o que se escreve”. Destarte, Novoa (2007) aponta que cada percurso
educativo e o modo como o adulto o viveu sdo importantes quando se pretende analisar a sua
formacéo.

Segundo Josso (2010), a escrita narrativa permite aos sujeitos contato com suas
lembrancas e “recordagdes-referéncias”, fazendo-os revelar as aprendizagens vivenciadas em
suas vidas. A escrita narrativa tem efeito formador em si mesma, pois coloca o sujeito que a
produz em espaco de reflexdo e de tomada de consciéncia de sua propria existéncia e de
conhecimentos que foram internalizados ao longo da vida.

Esses instrumentos passam a exercer um forte papel de mediador na formacgéo e
no desenvolvimento profissional do professor, servindo de elemento de reflexao
para as praticas futuras dos licenciandos, ajudando a minimizar a angustia que se
estabelece nos profissionais do ensino, sobretudo, nos primeiros anos da
docéncia. Nesse sentido, é inegavel o papel autoformador desses instrumentos
pelo fato dos professores produzirem conhecimento e compartilhar o
conhecimento produzido por outros grupos (OLIVEIRA, 2011, p. 292).

A utilizagdo da escrita como recurso na formagao de professores, como sinaliza Oliveira
(2011, p. 291): “se da por meio de diferentes tipos de registro, tais como as narrativas de
professores, as autobiografias ou histérias de vida escolar, trabalho etnografico da sala de aula e
casos de ensino e explicitacéo e reflexdo sobre o que chamamos de epis6dios marcantes”.

Essas situacdes, ainda segundo a autora, envolvem carga emotiva intensa, trazendo a
memoria as emocgdes, positivas ou negativas, para o sujeito que as vivenciou, e significam,
algumas vezes, momentos importantes para mudancas e transformacdes, por exemplo. Ainda
nessa direcéo, Oliveira (2011, p. 290) destaca que:

® As ideias de narrativa e historia de vida aparecem como sindnimos intencionalmente. Indicamos a histéria
de vida como um modo de narrar.
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a narrativa potencializa um processo de reflexdo pedagogica que permite aos seus
autores compreender causas e consequéncias de suas agdes ou de
acontecimentos, circunstancias etc. de um passado remoto ou recente e, se for o
caso, criar novas estratégias a partir de um processo de reflexdo, agdo e nova
reflexdo.

A escrita, tendo em vista o seu carater de interpretacéo e produgéo, assume papel central
em qualquer processo educativo, possibilitando ao sujeito da a¢do formativa assumir o papel de
protagonista ao criar/produzir textos em vez de apenas consumi-los (OLIVEIRA, 2011).

3 AS NARRATIVAS DOS FUTUROS PROFESSORES QUE ENSINARAO MATEMATICA NOS
ANOS INICIAIS

A analise dos dados para identificacdo e discusséo das marcas apresentadas pelos licenciandos
partiu da leitura dos diarios reflexivos. As vivéncias possibilitadas pelas estratégias formativas
durante a disciplina permitiram aos licenciandos aprendizagens da docéncia e aproximag¢édo com a
realidade de sala de aula, o que chamamos anteriormente de “chdo da sala de aula”.

Ao longo do texto, fizemos alguns questionamentos que s&o comuns de serem ouvidos.
Tentaremos abordéa-los, como também as impressdes positivas apresentadas, uma vez que foram
preocupacdes/impressdes manifestadas pelos futuros participantes em suas escritas narrativas e
representam marcas deles quanto a Matematica e ao seu ensino. Percebe-se, nas narrativas, que
os licenciandos assumem o papel de autores da prépria historia de vida e, ao refletirem sobre si,
durante a escrita, refletem, também, sobre acontecimentos marcantes de forma nao linear.

Alguns estudantes relacionam os motivos de suas marcas com a Matemética, com fatores,
muitas vezes, que extrapolam 0s espacgos escolares. Em alguns excertos dos diarios reflexivos,
como os apresentados abaixo, fica evidente a relagédo estabelecida com os espacgos de vivéncias
familiares.

Meu pai era matematico. Minha relagdo com a Matematica sempre foi bem estavel
(L10)”.
Por ser filha de comerciante, sempre tive uma boa relagdo com a Matematica (L4).

Alguns outros estudantes, que também apresentam marcas, relacionam o gostar de
Matematica aos bons professores que tiveram.

A professora do terceiro ano colocava mdusica classica enquanto faziamos
exercicios. Isso nos fazia ficar mais concentrada (L5).

Ele quando ensinava soava como uma linda poesia (L1).
E uma lembranga boa, [ele] sempre bem humorado, criava musicas [...] (L8).

Me recordo que da oitava série em diante minha professora de Matematica
tornava as aulas engragadas e ao mesmo tempo estimulantes (L12).

Observam-se, registradas nos diarios, estratégias ludicas sendo usadas pelos professores
para auxiliar no processo de construgao do conhecimento matematico. Nesse caso, cabe destacar
que uma aula ludicamente inspirada ndo é aquela que traz um jogo ou uma brincadeira
necessariamente, mas a que traz em si as caracteristicas do brincar (FORTUNA, 2001).
Apresentar a Matematica e fazer com que as criangas percebam-na de forma prazerosa e

7 Preocupados com a preservagéo da identidade dos sujeitos de pesquisa, optamos por identifica-los por L
(licenciando) e por um namero que variou, neste caso, de 1 a 19 (quantidade de sujeitos participantes da
amostra).
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articulada com as situagdes cotidianas pode contribuir, como vimos aqui, para constru¢cdo de
marcas no estudante.

Isso nos leva a refletir outro ponto muito presente nas construgdes narrativas dos
licenciandos: o carater subjetivo e individual da aprendizagem. Cada um, a partir do registro de
suas experiéncias escolares, deixa evidentes as metodologias e os instrumentos que marcaram
sua aprendizagem. Portanto, é preciso respeitar as individualidades dos alunos, uma vez que
apresentam formas e tempos diferentes de aprender e essas sdo questdes que precisam ser
trabalhadas, também, durante os cursos de formacéo inicial. Na escrita de L4, por exemplo,
percebemos a importancia que o instrumento contador teve em seu processo de aprendizagem
matematica.

No inicio de minha escolarizagédo o primeiro contato que tive com a Matematica
ocorreu de uma forma bem prazerosa, pois ficava fascinada com as cores do
‘contador’. [...] Mateméatica para mim & como desvendar um enigma (L14).

Alguns licenciandos, mesmo no primeiro dia de construgdo dos diarios, foram levados a
refletir sobre essa individualidade e, principalmente, percebendo-a como caracteristica importante
para a pratica profissional. Isso fica claro, por exemplo, na escrita de L3, quando confidencia ser
“necessario levar em conta, enquanto professores, a individualidade e propor diferentes
experiéncias no intuito de atingir a aprendizagem”. Em situagdes em que os futuros professores se
queixam de néo terem tido suas individualidades respeitadas, ha um interesse em fazer diferente
quando findarem o curso ou em suas praticas de estagio. Ainda em busca desse respeito as
individualidades, muitas narrativas revelam marcas, também, da importancia das situagdes-
problema e da contextualizagdo do que estd sendo estudado com situagbes do dia a dia,
aproximando a Matematica das vivéncias cotidianas dos estudantes.

Os desafios propostos pelas situagdes problema sempre me deixaram disposta a
[buscar maneiras de] como resolvé-los. [...] Minha professora da primeira série foi
sempre importante a partir do momento que fazia ligag@o entre situagdes reais que
utilizariamos as operagodes (L15).

Outros professores, com uso de diferentes ferramentas, como o giz e a lousa, conseguem
contribuir para o processo de aprendizagem matematica do sujeito. Isso nos leva a refletir sobre:
ndo sdo as ferramentas, por si so, responsaveis por essa aprendizagem, é preciso, sobretudo,
que o professor domine o contetdo® a ser ensinado para assim circular mais tranquilamente pelo
processo de ensino.

Durante toda a minha vida passei por diversos professores, todos muito bons e
dedicados, mas sempre com seus materiais de sempre: giz e lousa. Mas foi devido
a esses professores que descobri a minha paixdo por nimeros e assim comecei a
participar de olimpiadas, dar aulas para amigos e enfim, até ingressar no curso de
Matematica® (L18).

No entanto, outros fatores marcaram os futuros professores durante sua vida escolar.
Percebemos que outras caracteristicas também s&do importantes no processo de ensino e

8 O termo “dominio de conteido”, que aparece mais de uma vez em nossas argumentagdes, corrobora a
perspectiva da educagdao matematica, que, historicamente, tem combatido essa visdo de que o cerne da
formagao do professor que ensina matematica & a propria matematica académica. Pensamos em uma
formagéo matematica do professor que néo se identifique a um dominio da matematica académica ou dos
significados académicos para matematica;

® Curso realizado antes do ingresso na Pedagogia.
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aprendizagem. Nos excertos abaixo, evidenciamos a paciéncia, a afetividade e a descontragéo,
por exemplo.
[...] Ele ndo tinha a menor paciéncia (L1).

[...] Professora Julieta', que me marcou pela clareza na explicagdo somada ao
afeto com o qual me tratava (L2).

[...] descontraida, sempre explicando quantas vezes fossem necesséarias o que
nao havia entendido (L9).

Outros licenciandos, diferentemente dos ja mencionados, que apresentam marcas do seu
contato com a Matematica durante a sua vida escolar, registram em suas narrativas detalhes de
sua relagdo. Alguns destacam que a Matematica, para eles, sempre foi um “bicho de sete
cabegas” (L7) e outros, como o L17, evidenciam o medo e as dificuldades em aprender,
percebendo-a como complicada e dificil.

Alguns licenciandos ainda apresentam esses mesmos medos da Matematica. Muitos deles
tiveram essas marcas construidas em contato que tiveram com professores de metodologias
extremamente tradicionais, mas ndo sé por esse motivo, e que ndo valorizavam suas diferentes
formas de matematizar. Mesmo ap6s alguns anos, ainda enxergam nas escolas atualmente
caracteristicas de quando eram alunos. O Licenciando 18 destaca que vé as escolas muito presas
a meétodos tradicionais de ensino de Matematica e que percebeu isso em trabalhos que ja
desenvolveu durante o curso e também em meio aos estagios realizados. Assim como sinaliza
L11, no excerto abaixo, percebemos que uma série de fatores, incluindo os de ordem do sistema
de educacéo, pode contribuir para marcas:

Na minha carreira escolar tive muitos pontos negativos, sendo eles: a falta de
professores na rede publica; excesso de alunos em sala, dificultando assim o
entendimento da matéria; falta de vontade do professor substituto em passar o
conteldo; copia excessiva de exercicio de livros didaticos sem entendimento e
explicagdo dos mesmos, deixando assim uma lacuna na aprendizagem
Matematica durante diversas etapas da vida escolar (L11).

Boa parte reconhece, assim como o licenciando 17, que a relagdo com a Matemética vai
influenciar sua pratica como docente. Ao completar que “s6 de pensar tenho medo de nao
conseguir ensinar Matematica”, revela a inseguranca em trabalhar algo que ele, além de nao
gostar, ndo domina. Eles sabem que “[...] para se ensinar Matematica nos anos iniciais e na
educacéo infantil & preciso, primeiramente, ter nocao do que € Mateméatica e como transmitir isso
aos alunos” (L11) e pretendem, como sinalizou o licenciando L6, “fazer o oposto da minha
educacéo inicial”.

[...] para ensinar Matemética um professor deve dominar o contetdo e saber

diferentes formas para construir suas logicas, a fim de apontar caminhos diversos
aos alunos (L13).

N&o é nosso objetivo, em nenhum momento, hierarquizar os conhecimentos necessarios a
docéncia e fazer figurar, em lugar de destaque, os conhecimentos de conteldo. Sabemos e
reconhecemos a importancia da articulagdo entre os diferentes conhecimentos. Trazemos essa
questdao do conteddo matematico, principalmente, pela dificuldade que os licenciandos
apresentam e registraram nos diarios.

'° Nome ficticio criado para preservar a identidade do licenciando participante da pesquisa.
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Tendo em vista que os sujeitos da pesquisa realizaram o estagio de alfabetizacdo no
semestre anterior & producdo de dados para este trabalho'', decidimos pedir aos estudantes que
refletissem sobre a alfabetizagcdo matematica e a conceituassem. De todos os diarios, apenas
alguns o fizeram.

E saber onde utiliza Matematica (L4).

Alfabetizacdo Matematica é reconhecer os simbolos, nimeros, etc. (L7).
Alfabetizagdo Matematica é o reconhecimento dos algoritmos e operacgdes (L9).
Alfabetizagdo Matematica trata do ensino dos nimeros, dos calculos. (L8).

Em trés das respostas apresentadas, observa-se uma logica que ndo pensa uma pratica
de alfabetizar letrando. O fato de a maioria dos estudantes se omitirem a conceituar ja sinaliza
uma falta de dominio do termo. Isso, para nés, pareceu preocupante, principalmente pelo fato de
os licenciandos terem ido para um estagio de alfabetizacdo sem a realizagdo da disciplina que
trata dos fundamentos tedricos e metodologicos do ensino de Matematica. Como os licenciandos
pensaram o processo de alfabetizacdo matematica, em suas praticas de estagio, se alguns nao
sabem do que isso se trata e nem percebem as suas particularidades?

Ha estudantes que deixaram evidente que o ensino de Matematica € um “dom”, como L1.
Nesse caso, €& preciso oportunizar a esses estudantes, dentro das vivéncias do curso, a
possibilidade de (re)significar essa ideia, impedindo, assim, a repeticdo e o refor¢co da aceitacéo
como normais das dificuldades que os alunos apresentam, uma vez que as impressodes
apresentadas remetem a uma aprendizagem da Matematica para poucos “munidos desse dom”.
Alguns alunos, ainda no que diz respeito ao ensino da Matematica, sinalizaram que o curso de
Pedagogia

Até o momento ndo tem contribuido para o ensino de Matematica. Espero que tal

disciplina contribua para o tal entendimento e preencha a lacuna deixada no
Ensino Fundamental e médio, que me fizeram ndo gostar de tal matéria (L11).

O curso de Pedagogia ndo estad contribuindo para que nés, como alunos,
possamos aprender para podermos ensinar (L17).

E preciso que os cursos repensem o lugar da Matematica e, principalmente, o seu ensino.
E inconcebivel um curriculo que nao oportuniza a (re)significacdo dessas marcas deixadas. Muitos
cursos de Pedagogia, como sinaliza Gatti (2010), apresentam ementa rasa, do ponto de vista
tedrico, e carga horaria insuficiente. O curso dos licenciandos sujeitos da pesquisa, por exemplo,
tem um estagio supervisionado antes da disciplina que trata da Matematica e de seu ensino.
Como alguns alunos, que apresentaram marcas negativas nesta investigacéo, problematizaram
nocdes matematicas para as criangas da educacgao infantil?

Quando em situacdo dessa natureza, € comum os professores em inicio de carreira ou em
formacgéo, no caso de estarem em estagio, recorrerem as praticas que tiveram quando alunos para
figurar em sua pratica profissional. Foi o que fez o licenciando 19: “No estagio que desenvolvi este
ano, o ensino da tabuada me chamou bastante atencao e, talvez, ainda néo sei, pois este foi o
primeiro estagio. Ainda nao vi outras formas de se trabalhar [...]".

No entanto, normalmente, os futuros professores apresentam-se abertos para novas
praticas de ensino e, principalmente, para ensinarem de forma diferente daquela segundo a qual
foram ensinados, como ja pontuamos anteriormente. Isso fica evidente nos registros dos

" Por eles terem realizado o estagio no semestre anterior e vivenciado praticas de alfabetizagéao,

provavelmente quando estudantes da educacgéo bésica, decidimos entender o que representariam sobre.
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licenciandos L7 e L6, quando dizem, respectivamente, “tento ser otimista e pensar que minha
pratica docente nao tera relacdo com o que tive dentro da sala de aula como aluna” e “fazer
diferente de como me ensinaram.][...] Alegre, comprometido com o aluno, e [que] saiba respeitar os
limites de cada um”.

4 ALGUMAS CONSIDERACOES

O uso da escrita narrativa permitiu delimitar as compreensdes dos estudantes participantes da
pesquisa a respeito de seu préprio percurso formativo, possibilitando-lhes um movimento de
reflexdo sobre suas histérias de vida, o que, provavelmente, poderd repercutirem seu
desenvolvimento, tanto profissional como pessoal.

Um dos problemas da impossibilidade de se fazer esse ensino téo refletido, como
sonhamos, € exatamente a pouca carga horaria destinada as disciplinas de Matematica e ao seu
ensino nos cursos de Pedagogia. Muitos cursos nao possibilitam que os futuros professores
(re)signifiquem as marcas que sao construidas ao longo de sua trajetoria escolar e, dessa forma,
fortalecem, muitas vezes, sua reprodugao no futuro ambiente de trabalho.

E importante que os cursos de formagdo inicial de professores que atuardo nos anos
iniciais e educacao infantil repensem o lugar da Matemética e a sua importancia, também, para o
processo de alfabetizacéo, e possibilitem que os futuros professores se reconhecam enquanto
educadores matematicos.
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AS RELACOES COM O SABER ESTABELECIDAS NA ACAO DO
PROFESSOR EM SALA DE AULA: INVESTIGACOES REALIZADAS COM
O USO DA MATRIZ 3X3 ENTRE OS ANOS DE 2011 A 2014

THE RELATION TO KNOWLEDGE ESTABLISHED IN ACTION OF TEACHER IN THE
CLASSROOM: INVESTIGATIONS CONDUCTED WITH THE USE OF 3X3 MATRIX
AMONG THE YEARS 2011-2014
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RESUMO

As relagdes com o saber tém sido alvo de muitas pesquisas, especificamente as estabelecidas pelos
docentes em sua pratica profissional. Arruda, Lima e Passos (2011), com base nos estudos de Tardif
(2002), Gauthier (2006), Charlot (2001) e Chevallard (2005), apresentam um referencial teorico-
metodolégico para a andlise da acdo do professor em sala de aula, a Matriz 3x3. Por meio desse
instrumento, & possivel analisar as relacbes estabelecidas com o conteudo, com o ensino e com a
aprendizagem discente, em suas trés dimensoes, epistémica, pessoal e social. Neste artigo, tem-se por
objetivo descrever as maneiras como os diferentes pesquisadores de um grupo de pesquisa se valeram
dessa elaboragéo tedrica em suas teses de doutoramento, enfatizando as adaptagdes realizadas em fungéo
dos problemas e contexto das pesquisas. A organizagéo e o refinamento das informagdes contidas nesta
pesquisa tém como aporte metodoldgico a Andlise Textual Discursiva, de Moraes e Galiazzi (2007). Em
algumas das teses investigadas, observa-se o foco na compreensao da aplicabilidade da matriz, ou seja, o
instrumento foi utilizado com o objetivo de conhecer suas limitagdes e, em outras, houve reformulagées do
instrumento e aprofundamento das ideias relativas a matriz, que de gestdao das relacbes com o saber
passou a ser considerada como a matriz das relagbes estabelecidas com o saber.

Palavras-chave: Relagdo com o saber. Matriz 3x3. Formagéo de Professores. Agao docente.

ABSTRACT
Relations with the knowledge have been the subject of much research, specifically established by the
teachers in their professional practice. Arruda, Lima and Passos (2011), based on studies of Tardif (2002),
Gauthier (2006), Charlot (2001) and Chevallard (2005) present a theoretical and methodological framework
for teacher action analysis in classroom the 3x3 Matrix. Through this tool, you can analyze the relationships
established with the content, the teaching and the student learning in its three dimensions, epistemic,
personal and social. In this article, we have the objective to describe the ways in which different researchers
of a research group made use of this theoretical elaboration in his doctoral thesis, emphasizing the
adjustments made in light of the problems and the context of research. The organization and refinement of
the information contained in this research have the methodological approach to textual analysis Discursive,
de Moraes and Galiazzi (2007). In some of the investigated theses, there is focus on understanding the
applicability of the matrix, in other words, the instrument was used in order to know their limitations and, in
others, there were reformulations of the instrument and further development of ideas on the matrix,
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management of relations with the knowledge came to be regarded as the matrix of the relationships
established with knowledge.

Keywords: Relation to knowledge. Matrix 3x3. Teacher formation. Teaching activities.

1 INTRODUCAO

Os saberes sao produzidos pelos professores ao longo de suas vidas, incluindo os anos em que
ocuparam os bancos escolares na condi¢do de alunos da Educacéao Basica. Os saberes docentes
séo plurais e podem ser compreendidos por meio de diferentes tipologias. Ha aqueles que sao
produzidos na universidade — disciplinares, curriculares e da formagao profissional — e os
produzidos no trabalho — experienciais. Para Tardif (2001), os saberes experienciais sdo o cerne
da profissao do professor.

Fiorentini e Castro (2003, p. 127) apresentam o conceito de saber docente como um saber
reflexivo. Refletir “permite-nos avangar por olhar o mundo escolar em sua dindmica e
complexidade”. E entendem que, sem a acao de reflexdo, o professor mecaniza a sua pratica, e
tanto a formacdo do professor como a produgdo de saberes ndo ocorrem de maneira efetiva.
Concorda-se com essa ideia e considera-se que ensinar e aprender é entrar em relagédo, e que
essas relagbes com o saber sdo estabelecidas na acdo docente e sdo passiveis de serem
analisadas por meio da utilizagdo da Matriz 3x3, de Arruda, Lima e Passos (2011).

Esse instrumento possibilita a analise da relacdo com o saber matematico, com o ensinar e
com o aprender, nas suas trés dimensoes, epistémica, pessoal e social, e esta sendo utilizado no
desenvolvimento de teses e dissertacbes que tém como enfoque as relagdes com o saber. Nesse
sentido, propde-se uma questdo de investigacdo: Como as teses utilizam o referencial tedrico-
metodolégico de Arruda, Lima e Passos — a Matriz 3x37?

Com base em fragmentos da Analise Textual Discursiva (MORAES; GALIAZZI, 2007), foi
elaborada uma estruturagdo metodolégica com o objetivo de preparar o material para a aplicagdo
dos procedimentos analiticos. Optou-se por focar somente as teses de doutoramento, e uma
atencao especial incidiu sobre a maneira como a Matriz 3x3 foi utilizada pelos pesquisadores. Na
sequéncia sdo apresentadas uma revisdo teorica a respeito dos saberes docentes e a relacao
com o saber, uma descricdo da maneira como a Matriz 3x3 foi elaborada e a analise dos dados.
Finaliza-se este artigo com as consideragdes finais em que se pode elucidar que um primeiro ciclo
de uso da matriz no grupo foi concluido e que as evolugdes continuam em funcdo de outros
contextos e problemas de pesquisa cada vez mais complexos no ambito das areas de Ensino de
Ciéncias e Educacgédo e Matematica.

2 O SABER DOCENTE SEGUNDO MAURICE TARDIF E DA RELAGAO COM O SABER DE
ACORDO COM BERNARD CHARLOT
Segundo Tardif (2002), o saber docente é um saber plural e é produzido pelo professor em sua
profissdo. Plural por ser formado por diferentes saberes: disciplinares — da Matematica, como
exemplo; curriculares — apresentam-se como objetivos, métodos e contelidos, que os professores
precisam aprender a aplicar; profissionais — aqueles transmitidos pelas universidades ou
instituicoes formadoras; e experienciais — desenvolvidos pelos préprios professores na pratica da
profissao.

Para Tardif (2002), o profissional integra esses diferentes saberes na sua profisséo, e os
saberes experienciais sdo formados por todos os demais, e ainda, o autor ressalta que o professor
‘ideal’ & aquele que consegue articula-los na sua atuagéo.
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Em relagdo aos saberes mobilizados pelos professores em sua pratica, observa-se a
existéncia de uma hierarquizagdo em que a valoragéo do saber ocorre em fungéo da dificuldade
que apresenta em relagcdo a pratica. H4 uma tendéncia dos professores em preferir os saberes
experienciais, produzidos na pratica docente pela l6gica do fazer, em vez dos saberes produzidos
pela universidade que segue a logica da pesquisa (CHARLOT, 2005). Complementando, Tardif
(2002, p. 51) exemplifica: “saber reger uma sala de aula & mais importante do que conhecer os
mecanismos da secretaria de educacgdo; saber estabelecer uma relagdo com alunos é mais
importante do que saber estabelecer uma relacdo com os especialistas”.

Com base nessas ideias, Fiorentini e Castro (2003) destacam como fundamental ao
professor a acdo da reflexdo, para que assim possa problematizar, mobilizar e ressignificar seus
saberes na pratica cotidiana.

Mas, o que é o saber? Saber é o discurso, o argumento, € quando o professor sabe
explicar por que faz as coisas de determinada maneira, propondo maneiras para justificar suas
atitudes, e essas, por sua vez, podem ser criticadas, discutidas e revisadas (TARDIF, 2002).

Pode-se afirmar que a relagdo docente com a propria pratica é estruturada por dois
condicionantes, fransmissdo da matéria — diz respeito ao ensino do conteido e a sua
aprendizagem pelo aluno; e a gestdo das interagées com os alunos — como o aluno aprende e se
esta motivado para aprender. Refere-se também a manutengao da disciplina de sala de aula.

Ensinar é entrar em relagdo com o outro, e, para que o aluno aprenda, ele precisa aceitar
envolver-se nesse processo de aprendizagem. E motiva-lo consiste em mediagcdes complexas de
interacdo humana, como a persuaséo, a recompensa, a punicédo, entre outras.

Para Charlot (2001), n&do estar motivado é estar em uma certa relagdo com a
aprendizagem proposta, ou seja, ndo é possivel definir o saber e o aprender sem considerar uma
certa relacdo com o saber e com o aprender. Essa relacdo com o saber & construida, € uma
relagdo com o mundo — o mundo em que o estudante vive, caracterizado por desigualdades
sociais; com o outro — as relagdes estabelecidas com os pais, com os professores de Matematica;
e consigo mesmo — sentir-se inteligente ao aprender determinado conteddo matematico.

Chevallard (2005) analisa as transformagbes do saber sabio — saber produzido pelos
cientistas nas universidades; até se tornar um objeto de ensino, o saber a ser ensinado — aquele
que aparece nos livros didaticos; e o saber ensinado — o saber que efetivamente é ensinado na
escola, e a essas transformagdes nomeia de Transposigdo Didatica.

Ha um objeto do conhecimento que preexiste, independentemente das intengdes, e é
dotado de uma necessidade e de um determinismo préprio. Esse é o que Chevallard chama de
Sistema Didatico, como se pode observar na Figura 1.

Com base no sistema didatico, ha trés lugares que séo ocupados por P, E e S, e esses
estéo inter-relacionados. P refere-se ao professor, E ao estudante e S ao saber a ser ensinado.
Esse sistema didatico sofre influéncias da noosfera — fatores externos que influenciam o sistema
didatico, composta por professores, cientistas, pais de alunos, entre outros.

Para Arruda, Lima e Passos (2011), “o sistema didatico pode ser entendido como um
sistema de relagdes com o saber em uma sala de aula padrao” (ARRUDA; LIMA; PASSOS, 2011,
p. 147). Desse modo, apresenta-se um referencial tedrico-metodolégico estruturado de acordo
com as ideias até aqui arroladas.
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Figura 1: Sistema Didatico

S

E

Fonte: Chevallard (2005, p. 26)

3 A MATRIZ 3X3 DE ARRUDA, LIMA E PASSOS
A Matriz 3x3 permite analisar as relagbes com o saber que sdo estabelecidas em sala de aula, e
tem sua origem nos estudos de Tardif (2002), Gauthier (2006), Charlot (2001) e Chevallard (2005).

De acordo com Arruda, Lima e Passos (2011), o professor, em sua pratica, tem de gerir
relagcdes epistémicas, pessoais e sociais com o conteddo, com o ensino e com a aprendizagem
dos alunos, como se pode observar no Quadro 1.

Quadro 1: Instrumento para anélise da acdo docente em sala de aula, adaptado de Arruda, Lima e Passos

(2011, p. 147).

1

2

3

Relacao com o conteudo —
segmento P-S

segmento P-E

Relacdo com o ensino —

Relacéo com a
aprendizagem —
segmento E-S

Setor 1A Setor 27 Setor 3A
A Contetdo enquanto objeto | Ensino enquanto atividade | Aprendizagem enquanto
Epistémica | a ser compreendido pelo a ser compreendida pelo atividade a ser compreendida
professor. professor. pelo professor.
Setor 1B Setor 2B Setor 3B
B Conteudo enquanto objeto | Ensino enquanto atividade | Aprendizagem enquanto
Pessoal pessoal. pessoal. atividade pessoal.
Setor 1C Setor 2C Setor 3C
C Conteudo enquanto objeto | Ensino enquanto atividade | Aprendizagem enquanto
Social social. social. atividade social.

Cada célula dessa matriz pode ser explicada como segue:

Setor 1A. Diz respeito: a relagédo epistémica do professor com o contetdo; as
maneiras como dele se apropria e a busca por compreendé-lo cada vez mais; a
relagdo com os objetos e os locais onde o conteudo pode ser encontrado, como
livros, revistas, videos, internet, biblioteca, universidades etc.

Setor 1B. Diz respeito: a relagéo pessoal do professor com o conteudo; ao sentido
que o contetdo adquire para ele e o quanto determina sua identidade profissional;
a quanto o professor gosta e se envolve com a matéria que ensina; a como ele
avalia sua prépria compreensao da mesma etc.
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Setor 1C. Diz respeito: aos conteludos escolares, enquanto objeto de trocas sociais
em uma comunidade especifica; a quanto o professor partilha de uma comunidade
de educadores e dos eventos que esta realiza; a sua relagdo com as pessoas que
detém o conhecimento; as suas identificacoes e ideais; a sua busca por
aperfeicoamento por meio do convivio com outros professores, participagdo em
cursos etc.

Setor 2A. Diz respeito: a relagdo epistémica do professor com o ensino; a sua
busca por compreendé-lo melhor e as suas reflexdes sobre a atividade docente e
sobre a formagado do professor; a sua percepgéo e reflexdes sobre o seu proprio
desenvolvimento como professor; as maneiras como realiza, avalia e procura
melhorar 0 ensino que pratica; a sua relagdo com os materiais instrucionais,
experimentos, instrumentos; as maneiras como realiza o planejamento dos
objetivos, conteldos, atividades, avaliagdo, recursos materiais etc.

Setor 2B. Diz respeito: a relagéo pessoal do professor com o ensino; a como se
autoavalia como professor e como trabalha suas insegurancgas; ao sentido pessoal
que atribui ao ato de ensinar e o quanto isso influi em sua identidade profissional;
ao quanto ele gosta de ensinar; ao seu estilo como professor e ao modo pessoal
de se relacionar e aplicar as regras e normas de conduta; as responsabilidades,
valores que se imputa enquanto educador etc.

Setor 2C. Diz respeito: ao ensino enquanto atividade social e interativa; as
dificuldades e insegurangas pessoais produzidas em decorréncia da interagdo com
os outros (alunos, pais, professores, administradores etc.); as habilidades do
professor para negociar com os alunos valores e comportamentos para que
consiga ensinar e gerenciar o funcionamento da sala de aula; aos esforgos que ele
faz para conseguir apoio dos demais agentes sociais, cujas opinides e avaliagbes
afetam sua seguranca, posicéao e sua autoridade enquanto professor etc.

Setor 3A. Diz respeito: a relagdo epistémica do professor com a aprendizagem; a
sua busca por compreender as maneiras como os alunos a realizam; a sua
percepgao e reflexdo sobre as relagdes dos alunos com os conteddos, as ideias
prévias dos alunos e suas dificuldades de aprendizagem etc.

Setor 3B. Diz respeito: a relagdo pessoal do professor com a aprendizagem de
seus alunos; ao sentido que esta adquire e o quanto determina sua identidade
profissional; as preocupagbes do professor com o envolvimento, motivagéo e
interesse dos alunos e com a qualidade das interagbes na sala de aula; a sua
capacidade pessoal de interferir e gerenciar a relagao dos alunos com o contetdo
etc.

Setor 3C. Diz respeito: a aprendizagem enquanto atividade social e interativa; a
manutengao de um ambiente propicio as interagdes e a aprendizagem dos alunos;
ao gerenciamento dos trabalhos e demais atividades em grupos etc. (ARRUDA;
LIMA; PASSOS, 2011, p.147).

Apos essa apresentacédo, em que cada uma das células da matriz foi caracterizada, dar-se-
a inicio a andlise dos dados, em que se enfatiza a flexibilidade apresentada por esse instrumento
em fungéo dos problemas de pesquisa e contextos investigados.

4 ANALISE DOS DADOS

Neste estudo foi utilizada a abordagem qualitativa de investigagdo, em que a preocupagao esta no
processo e ndo somente no produto, e os dados séo analisados indutivamente pelo pesquisador
(BOGDAN; BIKLEN, 1991). Com inspiracbes em fragmentos da Analise Textual Discursiva
(MORAES; GALIAZZI, 2011), compreendida nesse contexto como metodologia de andlise e
pesquisa, realizou-se a estruturacdo de uma selecdo das pesquisas realizadas pelo grupo
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EDUCIM?, defendidas entre 2011 e 2014, que utilizaram a Matriz 3x3 como instrumento teérico-
metodoldgico.

Optou-se por constituir o corpus de andlise — conjunto de documentos a serem analisados
(BARDIN, 2004) — pelas teses de doutoramento que s&o apresentadas no Quadro 02. Durante
esse periodo, a Matriz 3x3 apresentou, em funcdo dos problemas de pesquisa e dos contextos de
investigacdo em que foi empregada, uma flexibilizagdo, promovendo um amadurecimento do
instrumento tedrico- metodolégico.

Quadro 2: Teses analisadas

Ano de Defesa Titulo Autor da Tese

2011 Um Ensino para Chamar de Seu: um estudo sobre a gestdo | BACCON, Ana Lucia
da matéria e a gestdo de classe de professores de Fisica | Pereira.
do Ensino Médio.

2012 Formagéo Inicial: o estagio supervisionado segundo a visdo | MAISTRO, Virginia lara
de académicos do curso de Ciéncias Bioldgicas. de Andrade.

2013 Um modelo para a interpretacéo da supervisao no contexto | CARVALHO, Marcelo
de um subprojeto de fisica do PIBID. Alves de.

2013 Formagéo inicial e perfil docente: um estudo por meio da | OHIRA, Marcio Akio.
perspectiva de um instrumento de analise da agédo do
professor em sala de aula.

2013 O PIBID e as relagbes de saber na formacéo inicial de | LARGO, Vanessa.
professores de matematica.

2014 Uma proposta para a anélise das relagcbes docentes em | PASSOS, Angela
sala de aula com perspectivas de ser inclusiva. Meneghello.

2014 Axiologia relacional pedagdgica e a formacgéo inicial de | LUCAS, Lucken Bueno.
professores de biologia

Na sequéncia, € apresentada uma sintese obtida de cada uma das teses elaboradas,
enfatizando os objetivos e resultados advindos por meio do uso da matriz.

Baccon (2011) optou por utilizar em sua tese de doutorado somente uma das linhas da
Matriz, a linha pessoal. O objetivo central de sua pesquisa foi analisar e interpretar a acdo de
professores de Fisica e Matematica baseando-se nos conceitos apresentados por Gauthier e
Tardif, de gestdo de classe e gestdo do conteudo. Como resultados de seu trabalho, Baccon
(2011) elaborou trés estilos de gestao do ensino e da aprendizagem em sala de aula: o primeiro
estilo de gestado foi caracterizado por sua centralidade no conteddo, o segundo no proprio
professor e o terceiro no aluno. A autora afirma que a gestéo do professor é subjetiva e, devido a
esse fato, encontra respaldo na Psicanalise para afirmar que na “Educagé@o um professor também
pode ter um ensino para chamar de seu” (lbid., p. 8). Referindo-se a Matriz utilizada por Baccon,
identificou-se a necessidade da autora de realizar adaptacgdes, elaborando outro instrumento,
denominado Matriz 1x3. Em suma, a autora enfatizou em sua analise a relacdo pessoal dos
professores com a gestao de classe e do contetdo.

Maistro (2012) analisou o discurso de cinco estudantes que optaram por realizar o curso de
Licenciatura em Ciéncias Biolégicas. Seu objetivo principal centrou-se em entender a maneira
como eles lidavam com a questéo de ser professor e a maneira como enfrentavam as dificuldades
da prética docente no contexto do Estagio Supervisionado.

® 0 EDUCIM® - Grupo de Pesquisa em Educacdo em Ciéncias e Matematica — foi criado no ano de 2002, com o objetivo
de discutir as dissertacdes e, posteriormente, as teses dos estudantes do Programa de Pés-Graduag¢éo em Ensino de
Ciéncias e Educacdo Matematica da Universidade Estadual de Londrina — UEL. Maiores informac6es em:
http://educimlondrina.blogspot.com.br.
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Como instrumento de analise, utilizou a Matriz 3x3 em sua completude e assumiu realizar
um estudo do seu potencial, bem como realizar a delimitagdo das condi¢ées de sua aplicagéo. A
autora apresentou como resultado de seu trabalho as seguintes afirmativas: a pesquisa acenou
para a importancia da experiéncia inicial para a docéncia, haja vista que a maioria dos sujeitos
pesquisados realizou a habilitagdo em Licenciatura, mas ndo a almejavam para o seu futuro
profissional; durante as atividades de regéncia, os depoentes apresentaram excessivas
preocupacdes com aspectos técnicos da gestao do ensino e com sua atuagdo, ndo se envolvendo
com a aprendizagem dos alunos no ambito epistémico e pessoal. Em relagdo ao ambito social da
aprendizagem, Maistro identificou que os investigados demostraram preocupacdes relacionadas
ao passar valores, ética e suprimir a caréncia familiar, com o intuito de ensinar e gerenciar a sala
de aula.

Ao organizar os dados analisados em uma Matriz 3x3 final, Maistro (2012) identifica uma
excessiva concentragdo dos depoimentos dos estudantes na coluna das relagdes com o ensino.
Em suma, mesmo os sujeitos tendo vivenciado a experiéncia de serem professores, muitos de
seus argumentos se fundamentaram no senso comum da docéncia, e ndo foram encontrados pela
autora, nas falas dos estudantes, fragmentos de teorias educacionais bem como de reflexées
relacionados aos saberes da formacgao (Filosofia da Educacgéo, Psicologia), agbes que seriam de
responsabilidade da universidade.

Carvalho (2013) realizou a sua pesquisa no contexto do PIBID (Programa Institucional de
Bolsa de Iniciacdo a Docéncia), na disciplina de Fisica, no Ensino Médio. Seu problema de
pesquisa incidiu sobre trés supervisores, professores da Educagéo Béasica que recepcionaram os
estudantes da Licenciatura em suas salas de aula e atuaram como formadores de professores,
com o intuito de investigar essa nova atribuicdo do docente da rede publica de ensino. Como
instrumento de analise dos dados, Carvalho (2013) se valeu da Matriz 3x3, mas da mesma
maneira que fez Baccon (2011), realizou adaptagdes no instrumento e considerou somente a linha
A, a relacdo epistémica dos supervisores com o contetdo, com 0 ensino e com a aprendizagem.
As descricbes para cada uma das células, porém, permaneceram semelhantes ao instrumento
original. De acordo com o autor, as orientagbes de supervisdo de cada um dos professores
investigados séo caracterizadas pela mobilizagéo e pelo compartiihamento dos saberes docentes.
Nesse sentido, em fungdo da maneira como 0 supervisor seleciona e difere os saberes docentes
ao orientar os futuros professores, hd uma tendéncia da orientacdo em ser menos prescritiva e
direcionada, o que acarreta ao futuro professor maiores possibilidades de autonomia docente.

Outro resultado apresentado diz respeito a maneira como a supervisdo é conduzida. Para
Carvalho (2013), os supervisores realizam as orientagbes de acordo com o seguinte modelo:
observacdo das agbes do licenciando, reflexdo sobre a sua experiéncia anterior, seguida pela
orientacdo. Essa evidéncia estruturou, aliada as inspiragbes advindas do sistema didatico
(CHEVALLARD, 2005), a estruturagdo da ampulheta para a supervisdo. A representagdo é
apresentada na Figura 2.

O ponto S, na cor verde, representa o saber curricular, o contetudo disciplinar propriamente
dito. O ponto E, na cor laranja, faz alusédo ao estudante da licenciatura, futuro professor. O ponto A
— preto — alude ao aluno do Ensino Médio e, no vértice azul, o supervisor — sujeito foco do estudo.
Acima dessa estrutura encontram-se as lembrancas/experiéncias do supervisor, advindas de
momentos outros, que sdo mobilizadas em fungcdo da necessidade de adequagdes identificadas
na andlise da aula realizada pelo estagiario. Ao finalizar, Carvalho (2013) ressalta que o ato de
orientar € mobilizar, por meio da reflexdo a respeito da experiéncia anterior, os saberes docentes
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e da orientagdo que sdo necessarios para orientar o licenciando a conduzir de forma cada vez
mais eficaz a gestao das relagbes do seu sistema didatico.

A tese de Ohira (2013) semelhante a de Maistro (2012), foi desenvolvida no ambito do
Estagio Supervisionado do curso de Licenciatura em Ciéncias Biologicas. O autor acompanhou
licenciandos do sétimo semestre e utilizou a Matriz 3x8 na integra, valendo-se de dados de
entrevistas realizadas com os sujeitos investigados. Segundo Ohira (2013), os resultados
sugeriram que o processo de formacdo vai além de um conjunto de referenciais tedrico-
metodol6gicos, que esse periodo é favoravel para a emancipacao intelectual dos individuos e
fornece experiéncias importantes para a constituicdo de um perfil profissional. O autor destaca,
também, que o uso da matriz contribuiu para evidenciar as influéncias de diversos fatores para
avanco da concepcdo dos licenciandos sobre a pratica docente. Em suma, foram elaborados

perfis das concepcbes apresentadas pelos sujeitos em diferentes momentos da sua formagao,
designados por: PRE*, PA® e POS®.

Figura 2: Modelo da ampulheta da supervisao

Su

Fonte: Carvalho (2013)

No perfil PRE, os sujeitos apresentaram como caracteristica comum a presenca de
conhecimentos pautados no senso comum, atividades e agbes centradas no ensino, ou seja, na
sua agéo ao ensinar, e ignoraram aspectos relacionados aos alunos, como, por exemplo, 0 seu
conhecimento prévio e o papel do aluno no processo de ensino e aprendizagem. Em relagdo aos
perfis PA e POS, elaborados com fragmentos de entrevistas advindas do momento atual

* Refere-se ao perfil elaborado por fragmentos advindos de memoria recolocada a respeito da percepgdo de individuos
sobre sua pratica docente no inicio da graduacéo.

® Refere-se ao perfil elaborado por fragmentos advindos das entrevistas a respeito da percep¢do de individuos
realizadas no final da graduacao.

® Refere-se ao perfil elaborado por fragmentos advindos das entrevistas realizadas um ano apés a conclusdo da
graduagao.
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vivenciado pelos sujeitos investigados, ja ha demonstragdes de preocupagdo com a aprendizagem
do aluno:

[...] preocupagé@o em tornar conteudos interessantes e de maneira a serem mais
integrados e interdisciplinares; nocbes de teorias de aprendizagem; preocupacao
com o conhecimento prévio dos alunos; consideram o interesse e contexto do
aluno como parte do processo de aprendizagem e uma aparente construcédo de
saberes da experiéncia proporcionando uma superacgdo de insegurancas (OHIRA,
2013, p. 125).

Em suma, foi elucidado, ao comparar os perfis PA e POS, que ocorreram movimentagdes
dos discursos nas células da Matriz 3x3, mas os dados coletados para esses momentos em
especificos foram insuficientes.

No contexto do PIBID da Licenciatura em Matematica, Largo (2013) realizou uma
investigacdo que teve por objetivo apresentar suas compreensdes a respeito das relagées com o
saber estabelecidas por futuros professores com o conteudo matematico, com o saber ensinar e
aprender Matematica. Cabe destacar nesse trabalho a maneira como as entrevistas foram
realizadas, intercaladas entre um periodo de dois anos, concomitantemente a participagédo dos
sujeitos no programa. Proveniente dos procedimentos analiticos, a autora vislumbrou: a decisdo
dos futuros professores em se manterem na profissdo docente, valorizagdo dos saberes
experienciais dos supervisores, indicios da aprendizagem da docéncia durante a participacéo dos
bolsistas no programa e o PIBID como configurador de um ambiente de formacéao continuada para
graduandos que ja atuavam como professores e inicial para aqueles que ainda ndo exerciam a
profissdo. Em suma, mesmo que a maior concentracdo de unidades também permaneca na
coluna do ensino, os futuros professores demostraram ter vivenciado, durante o PIBID, momentos
para mobilizacado e articulagéo do seu saber-fazer.

Passos (2014) realizou sua tese de doutoramento no contexto de uma sala de aula com
perspectiva de ser inclusiva. O foco de seu trabalho incidiu sobre as rela¢gdes docentes que foram
possiveis de ser evidenciadas por meio da Matriz 3x3. Para tal, a autora realizou adaptagbes
elaborando trés matrizes e construindo outras representagbes com base no sistema didatico,
conforme apresentado na Figura 3.

O ponto S representa o saber, E o estudante que apresenta necessidades educacionais
especiais € P o professor. Em um plano superior, o ponto M refere-se ao mediador, um terceiro
sujeito que pode ou néo ser colega de classe de E que o ajuda na compreensao do saber S e, em
um plano inferior, o ponto | refere-se a instituicdo de ensino em que os sujeitos estdo inseridos.

Dessa representacéo, foram elaboradas trés matrizes: a Matriz 1, semelhante a elaborada
por Arruda, Lima e Passos (2011); a Matriz 2, que apresenta relacbes com o mediador quando
ocupa uma posicao estratégica entre o professor, o estudante deficiente e 0 saber; e a Matriz 3,
em que a instituicdo assume a posicdo do mediador. Os resultados apresentados pela autora
evidenciam que houve um acréscimo as tarefas do docente em sala de aula, pois a presenca do
deficiente mudou a configurag@o da sala de aula. Essa alteracdo no processo levou o professor a
se preocupar mais com a aprendizagem dos alunos e, consequentemente, houve uma
convergéncia dessas relacdes para o &mbito social. Portanto, a tese contribui para a emergéncia
de trabalhos na &rea de educacdo inclusiva possibilitando a compreensdo de caracterizagdes
proprias dessa configuracdo de aprendizagem.

A Ultima tese analisada foi elaborada por Lucas (2014). A pesquisa realizou-se no contexto
da formacéo inicial de professores da area de Ciéncias Bioldgicas e tomou como objeto de estudo
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a presenca e a influéncia de sistemas axiolégicos na perspectiva de estudantes, bem como na de
seus formadores. Como referencial teérico metodolégico, o autor se valeu da Matriz 3x3, bem
como os Focos da Aprendizagem da Docéncia de Arruda, Passos e Fregolente (2012). Lucas
(2014) elaborou, também, uma maneira de conceber os valores, rompendo com a dicotomia entre
a axiologia objetivista — o valor esta no objeto — e a axiologia subjetivista — o valor esta no sujeito —
elaborando a axiologia relacional, ou seja, o valor est4d na relagdo que os sujeitos estabelecem
com o objeto.

Figura 3: “Novo sistema didatico” para a analise das relagdes docentes em sala de aula com perspectiva de
ser inclusiva

M

.
|

Fonte: Passos (2014)

Fundamentando-se nesses referenciais e proposi¢oes, Lucas (2014) chegou nos seguintes
resultados: identificou uma relacdo intrinseca entre os valores com a formagéo inicial de
professores, que foram interpretados como indicadores de formagéo docente; o sistema axiolégico
dos formadores pode alterar as relagdes estabelecidas pelos estudantes com o saber; a
contribuicdo do instrumento analitico-axiolégico possibilitou a deteccdo das valoragdes e
desvalorizagbes apresentadas tacitamente nas falas transcritas; o sistema valorativo que na tese
foi sistematizado revelou o contingente axiolégico de grupos de sujeito em um determinado
contexto. Enfim, os valores apresentam implicagbes diretas com o repertério de saberes dos
futuros professores e de seus formadores.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, teve-se por objetivo compreender a maneira como as teses elaboradas no Grupo
EDUCIM utilizaram a Matriz 3x3 em suas investiga¢des. Decorrente do processo analitico, pode-
se observar que os primeiros trabalhos tiveram a funcdo de compreender em profundidade sua
aplicabilidade. Vislumbrou-se que a matriz possibilitou a caracterizacéo de perfis, situados em
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relacdo ao contexto em que os dados foram coletados. Nesse sentido, pode-se afirmar, em
sentido figurado, que os autores elaboraram uma fotografia do fenémeno investigado.

Baccon (2011) e Carvalho (2013) optaram, em func¢ado dos seus objetivos de pesquisa, por
explorar somente uma das linhas da matriz, respectivamente, a linha B (pessoal) e a linha A
(epistémica). Maistro (2012), Largo (2013) e Ohira (2013) preferiram utilizar o instrumento em sua
totalidade. Todavia, apresentaram em comum a elaboracao de perfis dos sujeitos em movimentos
diversos do processo formativo investigado, o PIBID, para Largo (2013) e o Estagio Curricular
Supervisionado, para Maistro (2012) e Ohira (2013).

Passos (2014) e Lucas (2014) diferiram dos demais trabalhos, pois incorporaram outras
teorias e reformulagbes da configuracdo de aprendizagem investigada, ndo se limitando a um
grupo de sujeitos de pesquisa como as demais teses. Suas investigacbes focaram os
professores/formadores, bem como os alunos/futuros professores, tomando os dois e suas
relacbes como objeto de analise. Passos (2014) reestruturou o sistema didatico de Chevallard
(2005), transformando-o em um modelo para a educagao com perspectiva de ser inclusiva. Lucas
(2014), por sua vez, associa os focos da aprendizagem da docéncia (ARRUDA; PASSOS;
FREGOLENTE, 2012) — outro constructo teérico do grupo de pesquisa — e elabora um instrumento
axiolégico-analitico que tem a fungcé@o de capturar os valores e desvalores presentes no processo
de formacao de professores de um curso de Ciéncias Biologicas.

A maioria dos trabalhos apresentou, em comum, concentragdo de unidades de anélise na
coluna do ensino, o que denota uma preocupagdo com a forma como os sujeitos (professores e
futuros professores) realizam suas acbes em sala de aula. Essa observagdo provocou
questionamentos a respeito da necessidade de haver mudangas na configuracdo apresentada
pela matriz, dando inicio a trabalhos que a utilizaram como meio de intervengcdo na pratica
pedagodgica, com o objetivo de cambiar e alterar essas relagGes, transferindo-as para a coluna da
aprendizagem, como foi realizado por Carvalho (2016).

Outro fato evidenciado diz respeito ao amadurecimento das ideias relativas a matriz, que
ndo mais se limitam a gestdo de classe e conteldo, englobando outras relagcbes e outras
configuragdes de aprendizagem (ARRUDA; PASSOS; FREGOLENTE, 2012). Nesse sentido, a
matriz passou a ser compreendida como um instrumento para analise de relagbes com o saber.

Cabe destacar, conforme ja apresentado anteriormente, que a andlise deste artigo se
limitou as teses defendidas no grupo. Todavia, dissertagdes como Fejolo (2013), Elias (2013) e
Conti (2014) também utilizaram esse referencial tedrico-metodolégico em suas investigagcdes.

No &mbito nacional, além do grupo EDUCIM, encontrou-se uma dissertacéo, As relacbes
dos alunos com o saber na atividade de producdo de documentario cientifico no ensino de
biologia, de autoria de Heron Omar Arraya, sob orientacdo da Dr* Odisseia Boaventura de
Oliveira, defendida no inicio do ano de 2016 no programa de Pos-
-Graduagdo em Educagédo da Universidade Federal do Parana, que se valeu da Matriz 3x3.
Todavia, o trabalho ainda nédo estéa disponibilizado para consulta.

Atualmente, integrantes do grupo de pesquisa continuam avang¢ando no estudo dos limites
da Matriz 3x3. Ja se considera a existéncia de ndo mais uma matriz, mas sim, de trés: a matriz do
professor, a matriz do aluno e a matriz do saber (ARRUDA; PASSOS, 2015). Nesse sentido, a
matriz se coloca como um instrumento fértil e parcialmente interpretado, que nos ultimos anos
fundamentou e continua fundamentando as pesquisas realizadas pelo grupo EDUCIM,
possibilitando compreensdes originais a respeito da relagdo do sujeito com saber em diversas
configurac¢des de aprendizagem.
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ARTIGO

OS TRIKERNELS DE STRATONOVICH E DE BEREZIN PARA J=1 E J=3/2

THE STRATONOVICH AND BEREZIN TRIKERNEL FOR J=1 AND J=3/2

HARB, Nazira H.'

RESUMO

Os produtos twisted estudados nesse artigo sdo induzidos pela correspondéncia padrédo de Stratonovich e a
de Berezin, respectivamente, e, que num certo limite assintético xn=2j— < , definem deformagbes estritas

da algebra de Poisson de S2, de acordo com Rios e Straume (2014). Para cada um desses dois produtos,

denotados por *{’ e x, respectivamente, seu trikernel integral é denotado por Ile e ]L%. Nosso objetivo é

mostrar outras férmulas para o Trikernels de Stratonovich e de Berezin, pois a formulagdo existente, e que
pode ser vista em Rios e Straume (2014), é bastante complexa para ser trabalhada e até mesmo para
interpretarmos quais qualidades e propriedades ela apresenta. A formulagdo que propomos dependera de
produtos internos e determinantes, facilitando assim a manipulagdo em outros trabalhos, além da extragédo
de qualidades e propriedades que serdo descritas nesse artigo.

Palavras-chaves: Geometria simplética. Mecénica quantica. Produto twisted. Trikernel integral.

ABSTRACT

The twisted products studied in this article are the ones obtained via the standard Stratonovich-Weyl and the
standard Berezin symbol correspondences, respectively, which in a certain asymptotic limit 2j =n— « define

strict deformation quantizations of S° i.e. strict deformations of the Poisson algebra of S?, according to Rios

and Straume (2014). For each one of these two products on PonC(SZ)Sn, denoted by ' and x;

respectively, its integral trikernel is denoted by ]Lf1 and IL/}'3 respectively. Our goal in this article is to show

other formulae to both trikernels of Stratonovich and Berezin, because such formulae which can be seen in
Rios e Straume (2014) is a little complicated to work and understand their properties. The formulation we
propouse depends on inner products and determinants, making it easier to work and extract properties and
qualities which will be shown in this article, how we mention.

Keywords: Simplectis geometry. Quantum mechanics. Twisted product. Integral trikernel.

1 INTRODUCAO

Este artigo versa sobre os produtos de Stratonovich, e de Berezin, de fungées na esfera S°. Cada
um deles é definido através de uma correspondéncia de simbolos que consiste em uma aplicacéo
linear bijetiva entre operadores lineares num espago de Hilbert complexo de dimensdo n+1, ou
seja, matrizes complexas (n+1)x(n+1), e polindbmios complexos de grau proprio <n definidos na
2-esfera, PonC(SZ)SH, satisfazendo algumas propriedades basicas, como equivariancia pela agao

do grupo de rotagdes SO(3), preservacdo das estruturas reais e normalizagdo como afirmam Rios
e Straume (2014).
Geralmente, toda correspondéncia define um produto associativo mas nao comutativo em

PonC(SZ)Sn induzido do produto de operadores, chamado de produto twisted em PonC(SZ)Sn.

Cada um destes produtos twisted, por sua vez, pode ser escrito na forma integral

' Doutora em Matematica pela Universidade de S&o Paulo (USP), Sdo Carlos, Sdo Paulo, Brasil. Docente na
Universidade Tecnolégica Federal do Parana (UTFPR), Londrina, Parana, Brasil. Endereco para correspondéncia: Av.
dos Pioneiros, 3131, CEP: 86036-370, Londrina, Parana, Brasil. Endereco eletrénico: naziraharb@utfpr.edu.br.
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fxg(n)= LZXSZf(nl)g(nz)L[nl,nz,n)dnldnz ,

em que f,gePonC(SZ)Sn, nl,nz,nesz. Em tal representacéo integral, todas as propriedades do
produto twisted sdo convertidas em propriedades do trikernel integral

L:S*x$*x 5% - C.
Os produtos twisted estudados sao os induzidos pela correspondéncia padréao de Stratonovich e
de Berezin, que em um certo limite assintético, 2j=n—<, definem deformacdes estritas da
algebra de Poisson de S? de acordo com Rios e Straume (2014). Para cada um desses dois

produtos, denotados por «' e «{, seu trikernel integral & denotado por I, e 1., respectivamente.

O que apresentaremos entdo sao férmulas mais trataveis para ]lee LjB nos casos de numero
de spin j=1/2 (visto primeiramente em (STRATONOVICH(1957)), 1, 3/2, 2, tais formulas s&o
escritas em termos de funcdes de dois e de trés pontos, invariantes por 50(3), como produtos

escalares e determinantes.

2 OS TRIKERNELS DE STRATONOVICH E DE BEREZIN

O objetivo desta secédo € exibir uma férmula fechada, que dependa de expressoes invariantes por
rotacbes, ou seja, que dependa de produtos internos e determinantes para o trikernel de
Stratonovich e de Berezin, no caso geral de n=2j. Como veremos adiante, produtos de fungdes

na esfera, induzidos pelo produto de matrizes (operadores), podem ser escritos na forma integral
£ 4" :j j fgll
£ 52xs? &

em que I/ :S?x5%xS?—C é o trikernel integral que define o produto x .
Conforme exposto em Rios e Straume (2014) e resumido adiante, ha varias escolhas

possiveis para I/, mas duas se destacam: o trikernel padrdo de Stratonovich-Weyl e o trikernel
padrdo de Berezin.

No artigo de Varilly e Gracia-Bondia (1989), é apresentada, como um exemplo, a féormula
recursiva para o trikernel de Stratonovich-Weyl:

1
Ll/z(nl,nz,n3) :Z(1+3(< ny,n,>+<n,,n;>+<n,n, >)+3\/§i[n1,n2, 1)

em que <,> é o produto interno em R® e [} € o determinante da matriz 3x3, constituida dos
vetores n,m,k. Contudo, ndo ha, na literatura, outros exemplos calculados.

Além de calcular os exemplos j=1,3/2e2para o trikernel de Stratonovich e de Berezin,
cogitou-se a hipotese de haver uma férmula fechada vélida para todo j. Porém, como veremos
nessa secao, nao foi possivel obter tal qualidade de féormula. Todavia, essa nova expresséo, para
valores mais baixos de j , ficou em fung¢do de produtos internos e determinantes, como queriamos
a principio.

A seguir apresentaremos, baseados no livro de Pedro P. Rios e Eldar Straume (2014), toda
a nomenclatura, definicbes e operadores citados acima com suas férmulas. Para, na sequéncia,
explorarmos o objetivo principal.
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3 CORRESPONDENCIA DE SIMBOLOS PARA SISTEMAS DE SPIN

As definicdes e o contexto apresentados a seguir s@o baseados no livio Symbol correspondence
for spin systems de Rios e Straume (2014) e no artigo de Varilly e Gracia-Bondia (1989), pois sao
trabalhos que apresentam o tema de forma mais clara, diferentemente do artigo de Stratonovich
(1957), que foi o precursor desse assunto.

Na formulagdo comum da mecénica quantica, o j-spin é representado por operadores atuando
num espago vetorial C¥*', em que je{1/21,3/2..}. Uma base ortonormal & dada por
autovetores | jm>, em que

Jjm>=j(j+1)|jm> e J;|jm>=m]|jm>,
colocando a constante de Planck7=1.

C¥*carrega uma representagédo irredutivel T de SU(2) cujos elementos matriciais sao
convencionalmente dados por

j — . .
D;,,(8)=<jm|m;(g)|jm>.
O espaco de fase é a esfera S? equipada com a forma simplética SU(Z) -invariante sinpdo Add.

Esse fato familiar pode ser visto como aplicacdo do teorema Kostant-Kirilov-Souriau para o grupo
SU(Z), pois suas Orbitas coadjuntas sdo esferas e SU (2) atua em cada O6rbita por rotacoes da

esfera.
Denotamos pontos da esfera por n=(¢,) em cordenadas esféricas; em que

dn:=sinpdpAdd é a medida de area da superficie. Elementos de SU(Z) serdo genericamente

denotados por g e a acéo natural de SU(Z) em S? sera denotada por g-n, efetivamente uma
acao de 50(3). Se f é uma fungédo na esfera, fé é dada porfé(n):=f(g ' -n). A medida de Haar
dg sobre SU(Z) € normalizada de maneira que jsu(z)dgzl. Para mais fatos e detalhes sobre

momento angular spin em mecéanica quantica, indicamos Biedenharn e Louck (1981).

*

Definicao: um sistema quéntico j-spin € um espaco de Hilbert H].:(C"+1 munido de uma
representacao unitaria irredutivel

T :SU(2)>GcU(2j+1),

em que n=2j, G denota a imagem deSU(2) que, por usa vez, é isomorfa asU(2) ou SO(3)
dependendo se j for semi-inteiro ou inteiro.

Definicao: uma correspondéncia de simbolos para um sistema quantico j-spin H].:C””,
em que n=2j, & uma regra que associa a cada operadorPeB(H}.) uma fungéo suave W, sobre o
espaco fase com as seguintes propriedades:

() Linearidade: A aplicagéo P—W, & linear e injetiva;

(ii) Equivariéncia:WPg =(W,)¢, parageSu(2);
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(iii) Realidade: WF{;(n)zwg (n);

. . 1 ; 1
iv) Normalizacdo:— | _WldS=—Tr(P).
(i) ¢ 475-[52 P n+1 (P)

* %%k

Dessa maneira, caracterizamos uma familia de aplicacbes de correspondéncia de simbolos,
que sera sobrejetora ao restringirmos o contradominio desta:

wi :B(H,)=M(n+1) — Polyl(S*)= (5%
PW)
em que Poly: & o conjunto dos polinébmios de grau menor ou igual a m e w/ associa cada
operador P a seu simbolo W;{- Assumimos que os simbolos W,! séo fungdes polinomiais.
Notamos que por (i) e (i) resulta que W’/ & um G-isomorfismo e (iii) assegura que W’
respeita a estrutura real. Portanto, pelo seguinte teorema?, W’ é representado pela (n+1)-upla

real, (c,.c;++c,), com cada c, #0.

* 3k ok
Teorema: cada G-aplicacao R -linear que leva matrizes hermitianas em polindmios reais
pode ser identificada como uma Unica (n+1)-upla

(co,cl,m,cn)eR"”.
Em particular, essa upla corresponde a um G-isomorfismo
H(n+1) = Poly,(S*)_,
M M
M.(n+1) = Poly (5%,
se e somente se cada c, #0.
* %

Observamos que o simbolo W/ do operador identidade | é uma fungdo constante,
digamos, ¢, . Junto a condigéo (iv), implica que c,=1. Nesse sentido, podemos identificar cada
simbolo W’ com sua n-upla:

W/ (¢, e, )e(R)",
em que R =R—-{0}.

Junto aos axiomas acima podemos impor mais um:

(v) Isometria: <W3. W) >=<P,Q>,

2 Para demonstracéo ver Pedro e Straume (2014).
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como uma condicdo de “normalizagdo métrica” em que o lado direito da equagdo acima € o
produto interno normalizado de Hilbert-Schmidt de dois operadores, dado por

<P,Q>.=L<P,Q>=iTr(P*Q)
) n+1 n+1l

n=2j e o lado esquerdo é o produto interno em I* de duas funcdes, dada por
S 1 .
<W) W] >:Ejszwg(n)Wé(n)ds
Portanto a condicdo (iv) é apenas um caso especial de (v), ou seja, (iv) pode ser apresentada
como, <1,W) >=<I,P>.

O primeiro a investigar a correspondéncia de simbolos para sistemas de spin foi Berezin
(1975). Sua correspondéncia satisfaz os axiomas (i)-(iv), mas ndo o axioma (v). Varilly e Gracia-

Bondia (1989) foram os primeiros a estudar sistematicamente o tipo de correspondéncia P« W,
que satisfaz todos os cinco axiomas, como introduzido anteriormente por Stratonovich (1957),
generalizando para sistemas j-spin a correspondéncia de Weyl.

* %k 3k

Definicao: uma correspondéncia de Stratonovich-Weyl & uma correspondéncia de
simbolos que satisfaz também o axioma (v).

4 CORRESPONDENCIA DE SiMBOLOS VIA OPERADOR KERNEL, O OPERADOR KERNEL
DE STRATONOVICH-WEYL E O OPERADOR KERNEL DE BEREZIN.

Seguindo a ideia de Varilly e Garcia-Bondia (1989), temos que, por linearidade:

W, (n)=tr(PA’(n))
em que A’ é um operador sobre S o qual chamamos de operador Kernel de Stratonovich Weyl.
Agora, a propriedade de tracialidade nos fornece que

_2j+1
4n

P szp(nw (n)dn.

Em outras palavras, a correspondéncia direta e inversa, P=W,, devem ser implementada pelo

mesmo operador kernel. E, de fato, tal operador existe.

A construgdo de uma aplicagdo de simbolo W/, em termos de um operador kernel, exigira
algumas particularidades. De forma geral, vamos chamar esse operador de K, sendo
KeM(n+1), que fornecera uma funcdo em S%  Sendo n,=(0,0,1), n=2j, K(n,)=K e
K(n)=K(gn,) =K#& para n=gn,, temos a relacdo® dada pela proposi¢éo seguinte.

%k k k

Proposicao: para cada correspondéncia de simbolo W existe um Unico operador
KeM.(n+1) tal que

W] (gn,)=Tr(PK#),

8 Encontra-se em Pedro e Straume (2014).
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ou, equivalentemente,
J(m) =
Wy (n)=Tr(PK(n)) .
Teremos que, além disso, K ser4 uma matriz diagonal de traco igual a 1.
Demonstragéo: O funcional linear

W:M.(n+1)>C, PW(P)=W,(n,)
é representado por algum K de maneira que W(P)=Tr(PK). Portanto, tomando g=1, temos

w

(ny)=Tr(PK). E generalizando,

W,(g " n,)=(W,)% (n,) =ng(n0)=Tr(PgK)=Tr(P1<g’1).

Por outro lado, para geU(1), temos Tr(PKg)=Tr(PK), para todo P. Consequentemente, K¢ =K,
isto é, K é fixado por U(1) e por isso, K =diag(A,,A,,+,A,.,). Escolhendo P os elementos da base

de M (n+1),E,,, obtemos A, =W,(n,) € um namero real, devido a condi¢do de realidade, (ii).

kk’
Finalmente, pela condi¢éo de normalizag&o, (iii), W, =1 e portanto, Tr(K)zl.
% k k

Agora estamos aptos a apresentar a definicdo seguinte.

k 3k ok
Definicao: um operador kernel K e M(n+1) é uma matriz diagonal com a propriedade de
uma aplicagcao de simbolos dada por
W] (gn,)=Tr(PK#),

€ uma correspondéncia de simbolos.

* k k

Em vista do que apresentamos acima, K possui uma decomposicéo ortogonal

K=— 4K +K,+. +K,,
n+1 n

em que para /=1, K, & uma matriz diagonal, real e de trago nulo, ou seja, K, =k, e(I,O),onde

k1¢0 e
_ (-1 [ (n-1)! \ k[ T |k gk
elL0) =" V2l [n+1+1)!k2=(’)( 1 ( k j] Td-.
em que
o 0 0 |
Jn1 o 0
L] 0 Jo-n2 o
0 0 2m-1y o0 o

0 0 0 1n 0 |
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k % k
Proposicao: existe uma bijecdo entre correspondéncia de simbolos e matrizes reais
diagonais em M_(n+1) do tipo
1 n

K=——-I+)c
n+1 =

21+1

—e(1,0),c,e R0,
N n+1 (10) !

e, ainda, para toda correspondéncia de simbolos de Stratonovich-Weyl, ¢, =+1 para todo 1.

Demonstragcéo: Ver Pedro e Straume (2014).

Definicdo: Os numeros reais n&o nulos c¢,c,,.,c, s@ denominados numeros
caracteristicos do operador kernel K.

Definicao: A unica correspondéncia positiva de simbolos de Stratonovich-Weyl (para a
qual todos os numeros caracteristicos séo iguais a 1, isto é, ¢,=1), & chamada de

correspondéncia de simbolos de Stratonovich-Weyl padrao e denotada por:
W/ :B(H,)=M(n+1)— Poly(5°) . < CZ(S?).

O operador kernel K, neste caso, €& denotado por K; ou por A como em Varilly e Gracia-Bondia
(1989).
% %k k
Vamos, agora, destacar a correspondéncia de simbolos que originalmente foi definida por
Berezin.
k sk ok
Definicao: A correspondéncia de simbolos de Berezin € uma correspondéncia cujo
operador kernel K € um operador projecéao II.

% k k

Como o trago de um operador projecdo € seu rank, segue que Il deve ser uma matriz

n
N, =E, paral<k<n+1=2j+1, ou seja, I, =(-1)*Y ¢}/ ¢(1,0), em que m=j-k+1 e cada

m,—m,0
1=0

coeficiente de Clebsch-Gordan deve ser ndo nulo.
-
Definicao: A correspondéncia de simbolos obtida via operador proje¢éo I1; € chamado de
simbolo de Berezin padrao.
* ok

Assim como definimos uma correspondéncia de simbolos via um kernel para o caso
Stratonovich, podemos fazer o mesmo para Berezin da seguinte maneira: definimos uma

aplicagao B que associa a cada operador Qe M(n+1) a fungéo B, sobre a esfera S?,
B, (gn,)=Tr(QI%), geSU(2),

em que 110:(0,0,1]652 e II, é o operador proje¢éo

I1, =diag(1,0,0,---,0).
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* %k 3k

Definicao: A aplicacéo B é a correspondéncia de simbolos de Berezin padréo.

% %k k
Os numeros caracteristicos para a correspondéncia de simbolos de Berezin padrao sdo os
nimeros caracteristicos da aplicagéo de simbolos cujo operador kernel é o operador projegéo I1, .

Portanto, para cada n=2j existe uma n-upla bde n nUmeros caracteristicos possivelmente
dependendo de n. Denotaremos esses nimeros por b'', em que

4’— 1 1 e n e n

b=(b/,b},--,b,:--,b) .

Esses numeros sdo expressos da seguinte maneira:

+1 i n+1l ;
b"=4/" <T1,,e/(1,0 >=1/ el(1,0), .,
- Nor+1 1 (2.0) 21+1 (10

em que e"(I,O)11 denota a primeira entrada da matriz diagonal e’(1,0)=¢(1,0).

A forma explicita dos nimeros caracteristicos b, da correspondéncia de simbolos padréo

de Berezin é dada por:

n

,,:J n(n-1)..(n-1+1) _ [IJ __ nWnt1

I\ (n+2)(n+3)...(n+1+1) [ il J \/(H+1+1)!(n—1]!'
I

Observamos que essa férmula é obtida a partir de

b;1=1/_"+1c4%140.
21+1 /7

Mas ha uma outra demonstragdo de como encontrar esses bI“ bastante interessante que pode ser

vista no Apéndice 7.4 de Pedro e Straume (2014).

5 PRODUTO TWISTED NA ESFERA

Dada uma correspondéncia de simbolos, definimos:
W, xWy=W,.,
para quaisquer operadores A e B. Dada a correspondéncia de Stratonovich Weyl, para um
particular j, notamos que:
; 2j+1 ; ; ;
W, =Tr(A) (n)AB)= (i—n)zTr(A’ (n)'[szA’ (m)WA(m)deSZ N ()W, (k)dk).

Portanto, a definicdo apropriada para o produto twisted de duas funcbes g e f em 5’32] 4 & dado

por:

(F % g)(n):= -[52 LzL{(n,m,k)f(m)g(k)dmdk,

* Espago de Hilbert dos harménicos esféricos cuja base ortonormal é {Y]m :0<1<2j,-1<m<lI}.
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em que o trikernel L é apenas

L (n,m,k) :(ﬂ)ztrmf (M)A (m)A (k).
1 4T

Da condicédo de Aj(g~n)=nj(g)Aj(n)1tj(g)_1 e da formula acima temos que

L’l'(g~n,g~m,g~k):Lj(n,m,k) ,
para g eSU(2), o que implica que o produto twisted é equivariante, ou seja,
(f % h)8 =£8 « b8
para todo g eSU(2).

A férmula acima nos diz que o trikernel é uma fungao rotacionalmente invariante nas suas
entradas vetoriais. De acordo com o teorema de Weyl (1946), dependera apenas da combinagao
de permutacao de produtos escalares e de determinante. Por exemplo, para j=1/2 temos

1Y2(n,m,k L3 <nm>+<mk>+<k,n>)+3v3i[n,mk]).
1 4

A partir dessa ideia, procuramos encontrar uma férmula geral, que representasse o
trikernel de Stratonovich (e de Berezin, posteriormente). Férmula essa que dependeria de
produtos internos e determinantes, como Weyl afirmou.

Formalizando o contexto acima, temos a definicdo seguinte para correspondéncia de
simbolos em geral.

* %k k

Definicao: para uma dada correspondéncia de simbolos
w/ :B(H)) =M (n+1) - Poly .(§*) cCZ(S?),
que associa cada operador P ao simbolo W/, o produto twisted = que é a operac&o binaria sobre
simbolos
*:Wf(B(H}.))xwf(B(Hj))—>Wf(B(H].)):Po1yc(sz)
induzida pelo produto de operadores dada por
W}{Q =w)] *WQ’.
% %k k

Sejam geS0(3) e fyf,fyeW/(B(H)) =Poly .($*)cC(S*), temos que a algebra de
simbolos definida por qualquer produto twisted satisfaz as seguintes propriedades:

(i) SO(3) - equivariante: (f, xf,) =ff x££;

(ii) associativa: (f; xf,)xfy=f *(f,xf,);

(iii) unital: 1xf=fx1=f;

(iv) estrela algebra: f xf,=f, xf,.

Em vista da definicdo acima, podemos usar o postulado de normalizagdo da definicdo de
correspondéncia de simbolos para definir um produto interno induzido no espaco de simbolos:
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S 1 — .
J J — J J
Wi = [ wiwds.
Com isso podemos escrever o postulado de isometria (tracionalidade) como
(v) Isometria: <Wf,WQf >=<W}§,WQj >,

De fato, por um lado temos

- 1 .

J J S— —__ -

<WP ,WQ >=<P,Q >= n+1Tr(P Q)

e, por outro,

S 1 ¢ 5 . 1 . ) 1 . 1 .
<Wiwis =—j W’*W’dS:—J Wi «wlids =—_[ W dS=——Tr(P'Q).
PPRQ T gl PR 4ntds? P Q 4t ds? PYQ n+1 Q)

% k k
Definicao: O produto twisted obtido via correspondéncia de Stratonovich-Weyl é chamado

de produto twisted padréo de simbolos e é denotado por ' ou simplesmente por .

* %k k

Portanto, para f,g eW/ (B(H,)) =w/ (B(H,))= Poly ,(5*)_, <CZ(S),

o=+ (f.g) > g eW’(B(Hj)):PolyC(SZ)SH cCz(sH).

E, finalmente, antes de introduzir o trikernel de Stratonovich, exibiremos a representagéo
integral do produto twisted. O produto twisted de simbolos esféricos pode ser escrito na forma:

fxg(n)= J.SZ Lzf(”1)g(”2)[‘(n1'“z'n)d"1dH2'
A forma integral para o produto twisted nos permite uma definicdo direta e geral desse

produto de simbolos arbitrarios f,gePonC(SZ)SH sem necessidade de decompd-los na base de

harménicos esféricos. Em tal representacéo integral todas as propriedades do produto twisted sé&o
encontrados no trikernel integral

L:S*x5*xS* > C.
Nos casos estudados nesse artigo, temos que L:L’l' ou L{;.

Para a correspondéncia de simbolo de Stratonovich-Weyl, Wlf, temos a definicdo que se

segue.

k %k k
Definigdo: Sejam f,geCZ(S%) tais que f=W/(F), g=W/(G), para F,GeB(H,) onde w/

€ determinado pelo operador kernel K{com todos os numeros caracteristicos ¢, =1, para

1 < /21+1
0<I1<n=2j,naequacdo K=——1I+ » c,.]——e(1,0). Logo,
/ quag n+1 Igl‘l n+1( ) 9

f *;‘ g(n)= J.Szxszf(nl)g(nz)ﬂl(nl,nz,n)dnldnz,

em que
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+1.,
(1

¥ | (n,n,,n)= )? Tr(K’(nl)K](nz)K/(n))

é o trikernel de Stratonovich.

* %k 3k

O Trikernel de Stratonovich também pode ser reescrito da seguinte maneira:

. . L L1 T
L (n,,ny,m)= Y (—1)21J(2j+1)(211+1)(212+1)(21+1){ ml mz . ][j]Ylll(nl)lez(nz)Yl’"(n)

I my 1 M

em que a soma em I, e m, satisfaz: 0<!, <n=2j,-1, <m, <l , A(l;,1,,1;))=1, m +m,+m,=0 e

Lo, el bk Lo 1
In1 mz —m } ] ] —1711 —mz m
€ o produto do 6j-simbolo pelo 3j-simbolo, respectivamente.

Teorema: O Trikernel de Stratonovich é simétrico, ou seja:

]Lfl(nl,nz,n3) = L’l(n3,nl,n2) = L’l(nz,n3,n1).

177273

L1 1
Demonstragdo: Essa simetria € obtida gracas a simetria de [ T2 }[j].

IT}1 H’I2 —m

Teorema: O Trikernel de Stratonovich satisfaz as seguintes propriedades:

(i) L’i(nl,nz,n)=L{(gn1,gn2,gn), geSu(2);

(ii) J‘SZL{(nl,nz,n)Li(n,n3,n4)dn:J.SzL’l'(nl,n,n4)L{(n2,n3,n)dn.

(i) _[SzUl'(nl,nz,n)dnl=R1'(n2,n), _[SzL{(nl,nz,n)dnz=R/'(n1,n), onde R(n,n)ePoly.(5?) & o
kernel de reprodugdo da algebra polinomial truncada PonC(SZ), caracterizado por
'[SZR/ (n,,m)f(n,)dn,=f(n), para toda f e Poly(5%);

(iv) L’l'(nz,nl,n) :L{(nl,nz,n).

Demonstragéo:

(i) De fato,

L) (gn,.gn,.gn)= ( ;mlJ Tr(KJ (gn,)K](gn,)K](gn))

. 2
=[%] Tr((n,(8)K{ ()7 () (m;(8)K] (n)n; (D) (x,()K] (m)n " (£)))

i 2
2(21;1] Tr(K{ (n,)K{ (n,)K{ (n)) =L} (n,,n,,n) .

(i) Sejam f,g,hePonC(Sz) , temos que o produto twisted € associativo, ou seja,

(fxg)*h=f*(gxh), logo, por um lado,
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(f «g)xh(n,)= jsz Lz(f «&)(mh(n,)L(n,n,,n,)dndn,
= Lz jsz(-[sz LZf(nl)g(nz)L{(nl,nz,n)dnldnz)h(n3)L’i(n,n3,n4)dndn3

= J o J B [ , [ L (nngn,) (g (n,)h(ny )y dnydinding
€ por outro,
fx(g*h)(n,)= LZ jszf(nl)(g «h)(m)L (n,,n,n,)dn,dn
= [ o] H g [ | 100, (g ) ) dinydingdin, i
(iii) Essa afirmagao segue de:

F)=(F (= [, £ oy g,y

F) =0 A= [ , [, F(m,)14 (), i,

(iv) Como
- ) 2
L{(nl,nz,n):(%J Tr(KJ(n)K](n,)K](n))
2i+1 2 . . . 2i+1 2 . . . .
:(Q—TCJ Tr((Klf(nlel’)*(nz)Kll(n))=( fl-rc J Tr(K/(n,)K/(n)K{(n))=1L;(n,,n,,n).

* sk ok
Observamos que, para definir o trikernel de Stratonovich e explicitar suas propriedades,
comegamos com o simbolo de Stratonovich-Weyl le. Faremos o mesmo agora para definir o
trikernel de Berezin.
Considerando B a correspondéncia de simbolo de Berezin padrdo. Como essa
correspondéncia de simbolo ndao é simétrica, existem dois produtos internos naturais SU(2)-

invariante sobre o espaco de simbolos Polyg(Sz):
* o produto usual L* sobre CZ(S%)> Poly(5%):
<ff,>= ﬁ.[sz f,f,dS = ﬁ [ Himpman
* 0 produto interno induzido sobre Poly .(5*)cCZ(S%):
1., 1 .
<hulhy> =4 rds = | ,fy(m #f fy(m)dn.

Podemos agora definir um trikernel integral, baseando-nos nesses dois produtos internos,

cujo nome é trikernel de Berezin L., definido por:

£ 0 (n)= j'[Szxszfl(nl)fz(nz)%(nl,nz,n)dnldnz.
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* %k 3k

Definicao: Definimos o trikernel de Berezin, adicionando na férmula de Stratonovich os
numeros caracteristicos da correspondéncia de simbolos padréo de Berezin,

n+l +1 n+l,+1 [ n ]

Obtemos:
. —1"2'121121121111 1
L%(nl,nz.n)=2( )’ J@j+nEL + DL+ DE+D| L .
(4m)? m m, -m
n+l+1 [ n+l,+1 n ]
5 T -
Y 1(n,)Y, *(n)Y,"(n),
n n H+1 +1 ]1 ! 12 2
1 1 I
em que

Observamos que ja o Trikernel de Berezin, L]é nao possui a propriedade de simetria como o

Trikernel de Stratonovich, mas ele satisfaz todas as propriedades enunciadas para o trikernel de
Stratonovich.

6 CALCULOS EXPLICITOS PARA O TRIKERNEL DE STRATONOVICH E DE BEREZIN

O objetivo desta secdo é encontrar formulas explicitas para o trikernel de Stratonovich e de
Berezin. Para tal, vamos primeiramente obter uma férmula alternativa que dependa apenas de
produtos internos e determinantes que sdo fungdes SO(3)-invariantes. E o teorema cuja

demonstragao se encontra em Weyl (1946), que nos permite chegar a essa formulagao.

k k k

Teorema: Toda funcdo de trés pontos na esfera S*, SO(3)-invariante, representada por

vetores unitarios n n, no espago tri-dimensional euclidiano, pode ser expressada como uma

1'"2’
funcao de trés produtos internos

<ng,n,><n,n,><n,n>,
junto com o determinante

[n,,n,,n;]=det(n,,n,,n).



Hipatia, Campos do Jordao (SP) 84 v.1,n.1, p. 71-91, dez. 2016

Teorema: Sejam nl,nz,nOeSz, 0<1,<2j e cada tripla (/,,1,,1;) satisfazendo a propriedade

triangular e -1, <m, <I, para k=1,2,3.. E seja

A= A(nl,nz,no) =<1,n,>—<ny,n, ><ny,1,>, B= B(nl,nz,no) = det[nl,nz,no],

denotamos:

L1 1
LII‘IZJS(nlnz,nO):\/(211+1)(212+1)(213+1)([S ; ;]Pl?(zl)PI(z)(zz)

L+1,+1

+ P (2R (2) 1P [(A=iB)" +(=1)* 722 (A+iB)™]).

(1, +m)!(L, +m)!

min(l, L)
2 L Ly | U -m)(l,-m)!
m -m 0

m=1

Entao,

ILj(nnn): .
1V ()
(4n? 4 v

(‘UZIWE{ 11 12 13 }/j
“l o

Demonstragdo: Como o trikernel de Stratonovich é invariante por rotagdo, usaremos o
ponto inicial n, =(x,,y,,2,), n,=(x,,5,.2,) € n;=(0,0,1) . E depois, generalizaremos para qualquer
ponto da esfera, considerando que qualquer ponto da esfera pode ser obtido por uma rotagdo de
n, . Iniciaremos a demonstragéo com o somatoério em -/, <m, </, :

1 1 1 T _

z 1 2 3 -Ylml (nl).yl my (HZ)-Ylm3 (no)
-m —m m 1 2 3

my 1 2 3

Usaremos que:
() Y (0.0)=V2I+1;

. _ 5.
(i) m+m,=0>;

(iv) Das coordenadas esféricas: x =cos(0)sen(9),y =sen(0)sen(¢),z = cos(o),

obtemos que

eime _ (X+i.V)m

_(1—22)’”/2’
pois X+1'y:sen((p)(cos(6)+isen(6)):(1—22)1/zeie.
Segue:
N T r— N
)3 AN R > Va1 .
m\ "M om0 )n % max(~1, -1 )<m, <min(l, I, —mmy v

® Tomamos m, =0, pois n,=(0,0,1) implica (0,0).
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— ! LL I | -
213+1[ RN ].Ylf(nl).YIS(nz)+ D 2L+1) 123 Ay i(n)Y, M (n)
0 0 0 my=max(—1, ~1,) -m; m 0 1 2
min(1,,l )i ] )i -
+ 2 1/21 +1] Y2 3 y™)y ™(n)
1 177 2
-m m 0 1 2
(
=J(21 +1)(21,+1)(21,+1) bl g P°(z,)P°(z,)
1 2 3 0 0 0 11 1 ]2 2
—max(—]l,—lz) i i i - _
Y 2L+l U2 3y m(n) Y (n,)
el m -m 0 ! z
min(1,.1,) I I I R
+ J2L+1) b B ly™n)y Mi(n
H]2=1 : -m; om0 Jh ) L (r2)

L 1
2 3 PO PO
0 0 ] 11(21) 12(22)

(
:J(211+1)(212+1)(213+1)L h
0

min(1, I
L Ig ]{yé"(nl)_y’“(nz)ﬂ 1)ttt 3Ym(n )Ym(Hz)}—

+ 2 ,/213+1(—1)'"[ L
m -—-m

min(1,,l,)
=\/(211+1)(212+1)(213+1)[ Lol 1 ]Po(z )Po(zz)+ z [ +1(_1)m[ L L 1 ]
0 0 m -m 0

0
(x,+iy )" /( ( y,)"
y2h+1 )I 1 1)( : 111/2 (12 )IP[ - m/z
Itlytly o1 1 (x, —iy)" 1 |d (X +iy,)"
+( 1) 2] +1 )[ 1 )( 2 171/2 (]2 )' 1 Z)iﬂ,/z
(11 1
=\/(211+1)(212+1)(213+1)L 123 |pOz )PY(2,)
00 0 )
min(1,.1,) _ ~ PM(z 1PM
+ Y@L L DL+ ()" Uy=miy—my B COR ) (a0,
m=1 (11+m)!(12+m)!(1_Zf)m/2(1_zg)m/z m —m 0
{0+ iy )™ (0 iy )™+ (D (g =iy ) O+ i,) ™)

Analisando essa Ultima parcela separadamente, obtemos:
L+L+l1.

{(Cxy iy, Oy + iy, )™+ (=125 (3 =iy ) O, + 1))

. L+1+1 .
:{(X1X2+.,V1.,V2_I(X1.VZ 2y1)) +( 1)1 2" 3(X +y1y2+I(X1y2—X2y1))m},

E, assim, denotado por

A=A(n ny)=<n;,n,>—<n,,n, ><n0,,0,>=x,X,+y,V,
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B=B(n,,n,,n,)=det[n;,n,,n]=x,y,-X,y,.

Finalmente, concluimos que o somatério em m, fica da seguinte maneira:

L1,

J(211+1)(212+1)(213+1)[ 5 : g]P,(l’(zl)P,‘z’(zz)

min(l,1,)

e +)eL+DEL+) Y, ()"
m=1

(1, —~m)!(L,~m)!
(1, +m)!(L,+m)!

B (2P (2,) (11 L [(A—iB)™ +(~1)'*2*s (44 B)™].
(1-22"2(1-29"2 m —m 0

* %k k

Uma observacédo interessante desse trikernel € que podemos decompor a soma
L, , , (n,n,,n,) em duas partes, aquela em que /,+1,+1,=par e aquela em que
17273

~

1 1

1 72 3 |=0, se I +1,+I,= impar.
[0 0 0] 17127
Segue:

e I+, +1,=par

(

A
Elplz.ls(nl’“?"o):\/(211+1)(212+1)(213+1)LS 2l

]Pl(l)(zl)Pg(Zz)

min(1, L))
N 22[ Lo J (1, —m)!(L, —m)!

m m m N k| m m-2k p2k
O, +m)i(l, +my & P (72200 %H)( ]A B2)).

m=1 m -m 0 2k

o I +1,+1,= impar

min(l,,1,) i i i
£, 1, (mmyng) =20(2h + 12 + D (2L, +1) Y, [ 1% 3}

m=1 m -m 0
(1, —m)!(L,~m)!

m m _1\ym S _11k+1 m m—(2k+1) p2k+1
U, +mi(l, it h 0P, (2D [Z}J( 1 [ JA B

2k+1

Observamos que é na soma impar que obtemos a parte imaginaria.
Analogamente, o Trikernel de Berezin ficara com a formulagéo que se segue.

* %k k

Teorema: Sejam n,,n

» 2,110652, 0<I, <2j e cadatripla (I,1,,1;) satisfazendo a propriedade

triangulare -1, <m, <I, para k=1,2,3. E seja
A= A(nl,nz,no) =<ny,n, >—<ny,n ><ny,n, > B= B(n1 ,nz,no) = det“[n1 ,nz,no],

denotamos:
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A

£, g (mny.n 0)=J(211+1)(212+1)(213+1)([ (; : g ]Pl(l)(zl)ﬂg(zz)

+ml“(2] L w (7 )Pm(z YD) [(A—iB)™ +(~ 1)11+12+I3(A+IB) D
m 0 (1, +m)!(L, +m)'1 L2 '

Entdo, obtemos para o trikernel de Berezin,

n+l+1 n+l,+1 [ n

0)_( 1)%/2j+1 2 I L

]L%(nl,
(4w ) I n n n+l;+1
I L 1

* % 3k

Basta trocarmos n, por n para generalizar ambos os resultados para um ponto n qualquer na

. . .
esfera $*, ficando L’E(nl,nz,n)e I/, (n,,n,,n).

7 CALCULOS EXPLICITOS® PARA J=1/2, 1, 3/2
Vamos explicitar os exemplos de j citados nesta segéo; lembrando que as triplas (/,1,,1;) devem

satisfazer a desigualdade triangular |1, -1, |< I;<1, +1,. E ainda,

A—<n 1y >—<11y,0, ><1,1, >

B=det(n,,n,,n))=[n,,n,,n,].

e (Casoj=1/2
Como 0</, <2j=1, temos as seguintes triplas (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,1).

[:0,0,0(”1'”2'“0) =1, 51,1,0("1'“2'”0) = —\/5 <n;,n,>,
a partir disso obtemos L, o1(n,nyn0)e Ly, 1 (ny,n,,n,), usando ciclicidade.
L _3 iB
111 (11,100) = ﬁ’
Agora somando em |,

1/2 .
L/*(n,n,,n)=—— )2 {1+3(<n n2>+<n1,no>+<n2,n0>)+13\/§B}.

1/2 .
LB (n,n,,n))=—— ) {1+3<n n2>+<n1,n0>+<n2,n0>]+1\/§B}.

e Caso j=1

%0 calculo para j=2 pode ser visto em Harb (2014).
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Como 0<1,<2j, 1, €{0,1,2}. Teremos as seguintes triplas: (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0),
(1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (0,2,2), (2,0,2), (2,1,1), (2,1,2), (2,2,0), (2,2,1), (2,2,2).

Primeiramente faremos o calculo de £ ,  (n,,n,n)), como acima, para depois calcular o
17273

operador.

3.
'Co,o,o(nl'nz’no) =1, 51,1,0("1'”2"10) = —\/5 <n,n,>, L1,1,1(”1'"2'”0) = TIB

152

3V2
L ,(n,n,,n))=—=(3<ny,n, ><ny,n,>-<n;,n,>), L ,,(n,n,n)=——=IiB<ny,n, >
11,2412 0 2\/5 01 02 172 12,2115, \/g 1

52

V5
Ly ,(ny,n5,100)= 7(3 <ng,n, >2-1), L, ,,(ny,ny,n0)=~ \/7 2 2 (9B%*+3R-5).

Somando em I, na soma do trikernel de Stratonovich obtemos:

92 3J10
8

Li(n,,n,n)=—— {1+3P+—(R 1)+—IB(1+5P)++ (3P*-3R-2P)
(4 )

5«/_

(932 5+3R)}.

E para Berezin:

11f 6
<n H><H H >

3
IL(n +P+<n A, >+ —= ) )
b( vh 0) 4m) 2( 4\/7 [ 2\/§ 0 0

+3\/5<n M, ><ny,n, >— <n;,n,>- 2 (<ny,n >-<n,,n >)+§iBP
2 mratioee AL il

- 15f N

, 3 2 2, 15
+6iB<n,,n,>+—=(<n,,n,> +<n,,n, > )+-—-—=<n,,n,> ——R).
02 2\/5 02 0 \/5 12 4-\/7 443

Em que, para facilitar a notacéo e o excesso, denotamos:

P—<n0,n >+<ny,n,>+<n,n,> € R—<n0,n >2 +<ny,n, >2 +<m n2>2

e (Caso0j=3/2

Como OSIkSZj, 1k€{0'1‘2'3}' Teremos as seguintes triplas: (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0),
(1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (0,2,2), (2,0,2), (2,1,1), (2,1,2), (2,2,0), (2,2,1), (2,2,2), (0,3,3),
1,2,3), (1,3,2), (1,3,3), (2,1,3), (2,2,3), (2,3,1), (2,3,2), (2,3,3), (3,0,3), (3,1,2), (3,1,3), (3,2,1),
(3,2,2), (3,2,3), (3,3,0), (3,3,1), (3,3,2), (3,3,3).
Observemos que além das triplas que apareceram no caso j=1, apareceram algumas a mais.
Logo, ao calcular os £11,12,13, para esse caso, basta calcular para essas triplas faltantes. E o que

fizemos:
$3
(5<ny,n,>"-3<n,,n,>),

Loz3(n0y,00)=——~ \/—

por ciclicidade achamos L, ,(n,,n,,n))e L, (n;,n,,n,).
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L, 35(n;,ny,n0)= \/;13(1 5<n, n2>2),

por ciclicidade achamos Ly, 5(ny,my,n0) € Lyo,(ny,ny,n).

15 3
ny)=- <nn><nn>+<nn>+3<nn><nn>

£1,2,3(H1’ 071 0’ 2 0’ 2 17772

por ciclicidade obtemos todas as outras combinagdes Ly ,(ny,ny,00),L, 5, (n;,0,,1),

L 13(nmy,m0),L55 1 (0y,05,m0) € L 5,(ny,0,10).

[2'2’3(171, ny)= 15\/71B(Z<n Ny ><ng,n,>—<n;,n,>),

por ciclicidade obtemos L, ,(n,,n,,n)) € L, ,,(n;,n,,n).

£2,3,3(n1, ny)= \/2—( —-10<ny,n,>"-15<n,n >i<n ,n,>— -15<n,,n,><n;,n >?

1 02 2 1
2 2
+6<“0'“2>_3<Ho'"1 ><”1'”z>+45<"0'“1 ><n,,n, > <n1,n2>+158 <ny,n, >),
por ciclicidade obtemos Ly,5(ny,ny,00) € Ly,(n,n,,n,).
35 2
£3_3_3(n1,n2,n0):m(—3R—SB +21/5).
Reunindo tudo no somatério em Ik obtemos, para Stratonovich:
L*(ny,n,,n,)= { +—(P 11R-25B%P+P*—15PR)+P3— 332+55+
(4 )2 2 20
1 2 2 15
3 (87 90R-100B )_7(7 6P—30P +30R—— R)}
2
E para Berezin:
1 5 2 3 2 |2
E(n ,n,,n)=——(=—-P-=<n,,n,>——+iB(1+6<n,,n,>)+—=iBP+— \f<n ,n, >
b(012)(4n)2(2 312 \/5( 02)\/5 5\3 1’772

J5 10
-3 (<n0,n >+<ng,n, >)— 2 <my,n, ><n,n, >+9 — <m,n,><ng,n, >
3

-6 <n,n >2_2R

5 3 3
2 _ES+90<nl'n2> +EP_54<H1'n2>

1 /5
+= —(21P+12<n0,n >+12<n 1, >+42<n oy ><ny,n, >
5V21

63 63 15 2
+63<n,,n,><n,,n,>+63<n,,n,><n,n >- 5 — <ny,n, ><n,,n, >

15 , 105 , 105 5
5 —<ny,n,><ng,n >~ 5 ——<n;,n,><ng,n > — 5 ——<n;,n,><ny,n,>

315

2
o0y ><n,n,>7)

, 315
——<ny,n,><n;,n,>" - > ~——<n
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3 1
+—iB(22+—=-5<n,,n
\/g \/E 0’772

—iiB[—7P+ 6< n,,n,> +2< ny,n

NG

+14 <ny,n,

2 2 2
—15<n1,n2> <n0,n1>—15<n0,n2><nl,n2> —15<n0,n1 ><n,,n, > +6<n0,n >

+6<no,n1 >—3<n0,n

n,>’<n

+45<n0,n ) M

><n

1 0’

><n

n, >—3<n0,n

n,>+15B%P +45<n,,n

0’71

5
>? -~ <n ,n >?-15<n ,n,>%)
s 11

o1, >+ 14<n0,n1 ><n,,n, >

1 07772

><n1,n2>)+2—z(—105—15<n0,n s2<n ,n,>

2

, ><n,n,>

2
) >< "0’”1 > <I]01,H2 >

3 2 2
—60<n1,n2> +90B <n1,n2>7(—15<n0,n2> <n,,n,>

2
—15<no,n1 >“<ny,n, >+6<n1,n2 >—3<no,n2

5

em que P e R como no caso j=1 e S=<ny,n, >*+<ny,n,>*+<n,,n,>

8 CONSIDERACOES FINAIS

><n > +45<n0,n

1772

2
, ><n,n,>"<ng,n, >))

S |3(_3p_s5p3
—4(2( 3R-5B%+21/5)),

3
>

Em Harb (2014) foi feito o proximo célculo para j=2, aumentando o numero de parcelas e de
célculos significativamente, por isso, o exposto neste artigo foi até j=3/2, dando uma boa ideia do

que se segue.

O que se desejava era uma formulagdo para poder fazer um estudo assintético desses
produtos, porém os resultados dos calculos (feitos @ mao e com auxilio do software Wolfram
Mathematica) mostraram que essa formulagao ideal pode estar mais longe e necessitar de, talvez,

uma programacgao matematica.
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O primeiro capitulo de sua dissertacdo de mestrado, intitulado “O vir a ser’
professor de matematica, foi dedicado a descrever a trajetoria do autor, explicitando
quais foram as motivagbes pessoais que o levaram a fazer Licenciatura em
Matematica e, posteriormente, mestrado em Educagéao, e a realizar uma pesquisa no
campo da Educagéo Algébrica. Destaco nesse relato o tom de critica dado pelo autor
ao seu curso de formacgéo inicial, com relagdo as poucas experiéncias de sala de aula
ao longo da Licenciatura. Além dos estagios obrigatorios, as experiéncias com
estudantes da Educagdo Béasica se deram por meio de “espacos paralelos” — nas
palavras do autor — como atividades de extensao e iniciagcdo cientifica. Foram essas
experiéncias (estagios, atividades de extensao e iniciagdo cientifica) que despertaram
seu interesse por investigar a linguagem algébrica na Educagéo Basica. Sua pesquisa
teve, entdo, a seguinte questdo norteadora: “o que dizem futuros professores de
Matematica sobre o ensino da linguagem algébrica na Educagéo Baésica, a partir das
vivéncias que tiveram e tém na graduacao?” O objetivo da investigacéo foi analisar as
falas de um grupo de futuros professores de Matematica (que j& haviam realizado
estagios curriculares nas escolas da Educagéo Bésica) da cidade de Séao Carlos - SP
em relagdo ao ensino da linguagem algébrica na Educacgao Basica.

Uma vez que a pesquisa esta inserida no contexto da Licenciatura em
Matematica e considerando que as formacdes dos professores que atuam nesse curso
sdo diferentes — sdo matematicos, educadores matematicos ou educadores — o autor
traz, no segundo capitulo, intitulado Educacdo, Matematica e Educagdo Matematica:
aproximagobes aparentes - objetos de estudos evidentes, uma breve discusséo teérica
acerca das areas Educacao, Matematica e Educacdo Matematica. Para Pires (2012),
essa discussdo € necessaria, pois o futuro professor convive com esses conflitos na
graduagcado, uma vez que, de modo geral, no Brasil, o curso de matemética esta
alocado no departamento de matemética, enquanto que as disciplinas que tratam da
educacéo estdo alocadas em outros departamentos.
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Do ponto de vista da diferenciagdo entre a atividade do matematico e do
educador matematico, o autor se baseia em Fiorentini e Lorenzato (2009), quando
afirmam que o matematico “tende a conceber a matematica como um fim em si
mesma, e, quando requerido a atuar na formacdo de professores de matematica,
tende a promover uma educagdo para a matematica” (p. 3, grifo dos autores); ao
passo que a matematica para o educador matematico é, por vezes, concebida

como um meio ou instrumento importante a formagéo intelectual e
social das criangas, jovens e adultos e também do professor de
matematica do ensino fundamental e médio e, por isso, tenta
promover uma educagdo pela matematica (FIORENTINI,
LORENZATO, 2009, p.3-4, grifo dos autores).

Os vocabulos para e pela distinguem a préatica dos pesquisadores em cada
area, na perspectiva dos autores.

No capitulo 3, cujo titulo é Algebra Escolar & Algebra Académica: substantivos
comuns, adjetivos diferentes, Pires (2012) se fundamenta em Moreira e David (2003)
para estabelecer uma diferenciagdo entre matematica escolar e matematica
académica e, a partir disso, estender tais caracterizagbes para o que vai chamar de
algebra escolar e de algebra académica. Para além das matematicas académica e
escolar, Pires valoriza aquelas produzidas em outros contextos, baseando-se em
Miguel e Vilela (2008), quando discutem as “praticas escolares de mobilizacdo de
cultura matematica”.

O autor fez um breve histérico da algebra académica e da linguagem algébrica,
buscando relacbes delas com a matematica escolar e a matematica académica. Em
seguida, elaborou uma secao em que abordou a algebra e seu ensino, com um breve
historico das reformas curriculares que afetaram o ensino de Algebra, chegando até os
Parametros Curriculares Nacionais, os PCN. Apresentou, também, algumas pesquisas
que abordam o ensino e a aprendizagem da algebra e uma discusséo sucinta acerca
da algebra na formacao do professor.

Finalizando a discusséo tetrica de sua dissertacdo, Pires (2012) apresentou
algumas concepgbes sobre o0 ensino de algebra. Destacou que o pesquisador mais
citado em trabalhos referente as concepgbes da Algebra e Educacdo Algébrica é
Zalman Usiskin. Apontou, ainda, outras pesquisas que sdo bastante referenciadas
quando se trata deste tema: Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), Lins e Gimenez (1997)
e Lee (2001).

Sobre 0s aspectos metodolégicos, descritos no capitulo 4, Os percursos de um
caminho a desvelar, a pesquisa contou com a colaboragdo de licenciandos de trés
universidades da cidade de Sao Carlos/SP, sendo duas puUblicas e uma particular.
ApGs o contato com o coordenador do curso de Licenciatura em Matematica de cada
uma das instituicbes e a permissdo para realizar a pesquisa, foram efetivados o
envolvimento e a participagdo dos licenciandos para que respondessem ao
questionario — instrumento de coleta de dados — e participassem, voluntariamente, do
grupo de estudos em educacgao algébrica, realizado na UFSCar.

Foi aplicado um questionario piloto na instituicdo particular, contendo cinco
perguntas abertas e cinco fechadas. Ap6s reescrever enunciados que pareciam nao
estar claros aos estudantes que realizaram a aplicagdo piloto, o novo questionario
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(com o mesmo numero de questdes) foi aplicado em mais cinco turmas das duas
instituicbes publicas da cidade. Por haver poucas corre¢cdes na aplicagao piloto, essa
foi utilizada nas analises da pesquisa de Pires (2012), juntamente com as outras
aplicagbes. Desse modo, o numero total de estudantes que colaboraram com a
pesquisa foi 68, das trés instituicdes citadas.

Tal questionario, aplicado durante as aulas de Pratica de Ensino e Estagio
Supervisionado, envolvia trés grupos de perguntas: o primeiro envolveu aspectos
referentes a algebra, ao pensamento algébrico e ao ensino de algebra que os proprios
estudantes possuiam; o segundo contemplou mais especificamente sobre o
movimento da formagéo de professores, as opgdes, as justificativas, as influéncias; o
terceiro procurou identificar o perfil dos futuros professores que entraram no curso de
Licenciatura em Matemética e suas principais perspectivas ap6s o término do curso.

Destaco duas perguntas que se remetem ao primeiro grupo de questdes
apresentado, pois as respostas dadas a elas pelos participantes foram bastante
relevantes para as andlises feitas na dissertagao:

i) Escreva um pouco sobre a algebra que vocé aprendeu até agora, tanto
no Ensino Fundamental e Ensino Médio quanto no Ensino Superior,
indicando suas percepgbes, compreensoées, facilidades e dificuldades.

ii) Escreva um pouco sobre como vocé ensinaria algebra no Ensino
Fundamental ou Meédio, versando conceitos tais como: equacgao,
inequacgéo, fungdo, variavel, produtos notaveis, polinémios, sistemas
lineares, matrizes, determinantes, etc.

Em um primeiro movimento de analise, mas ainda no capitulo 4, quando
apontou os aspectos metodoldgicos da pesquisa, Pires (2012) constréi categorias a
partir das questdes pessoais sobre o porqué da escolha da carreira e quais influéncias
sofreram durante a escolha. Para o primeiro caso — motivo da escolha da carreira — o
autor apresentou trés categorias: 1) Tentativas frustradas no vestibular para cursar
areas de seu interesse; 2) Certeza na escolha profissional; 3) Descoberta profissional.
Sobre o0 segundo aspecto — as influéncias que sofreram durante a escolha —
apresentou cinco categorias: 1) Questdes financeiras; 2) Ter bons professores de
matematica; 3) O “gosto” e a facilidade de ensinar; 4) O apoio dos pais e familiares; 5)
Gostar da area de exatas.

A estratégia de andlise e a interpretacdo dos dados foram feitas a partir dos
procedimentos descritos por Fiorentini e Lorenzato (2009). Para as questbes abertas,
as categorias criadas eram mistas, isto €, “quando o pesquisador obtém as categorias
a partir de um confronto entre 0 que diz a literatura e 0 que encontra nos registros de
campo” (FIORENTINI, LORENZATO, 2009, p. 135).

Assim, a partir de trechos das produgbes escritas dos participantes, resultantes
das respostas ao questionario, seguidos de anotagoes, interpretagcdes e comentarios
seus e de conexbdes com a literatura (referencial tetrico utilizado), Pires (2012)
construiu as categorias analiticas, discutidas no capitulo 5. Sdo elas: 1. O que dizem
os depoimentos dos licenciandos sobre o ensino de conceitos algébricos quando
forem docentes da educagdo basica? 2. A algebra da educagdo bésica: o olhar
daqueles que vivem em seus contrarios; 3. A algebra do ensino superior na visédo dos
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licenciandos; 4. O que é algebra? 5.Comparacées entre as duas algebras: a
académica e a escolar.

Para cada uma dessas categorias, o autor apresentou trechos das respostas
dos estudantes para ilustrar e explicitar suas caracteristicas. Atento-me, nesta
resenha, a apenas um trecho de uma dessas categorias (categoria 1). Para as demais
categorias, relato um pouco das consideragbes mais gerais feitas por Pires (2012)
acerca de suas analises.

Com relagdo a primeira categoria, o autor identificou caracteristicas como
inseguranca ou dificuldades em ensinar algebra e, também, possiveis metodologias
que intencionam utilizar (como modelagem matematica, resolugéo de problemas, aulas
expositivas), que foram manifestadas quando responderam a questéo ii) apresentada
anteriormente. ldentificou também concep¢bes de Educacdo Algébrica segundo seu
referencial tedérico. Por exemplo, a concepcdo Letrista Facilitadora apresentada por
Lins e Gimenez (1997) ficou evidente quando uma licencianda escreveu

[...] para trabalhar com equagdo eu gosto muito da dindmica da
balanca. Ela trata da nocdo de igualdade, equilibrio criando um
conceito claro na cabega do aluno. Evitando a ‘decoreba” do ‘passa
pra la’, ‘troca o sinal’. Sem o aluno entender realmente o que esta
fazendo (PIRES, 2012, p. 101).

Para Pires (2012), de uma maneira geral, as palavras que melhor expressam o
ensino de algebra, a partir dos depoimentos dos participantes, seriam: dificil e
abstrata.

Ao responderam a questao i), apresentada anteriormente, alguns estudantes
fizeram uma separacdo explicita entre o que aprenderam de algebra na Educacgéo
Basica e no Ensino Superior, enquanto que outros compararam essas duas
aprendizagens. Isso levou o autor a criar as demais categorias analiticas (2, 3, 4 e 5).

Pires (2012) identificou evidéncias das tensdes entre as “algebras” que os
licenciandos apresentam, pois ndo hesitaram em comparar a algebra estudada na
Educacao Basica e a estudada na universidade, pontuando aspectos relacionados néo
apenas ao ensino, mas também a percepgcdo que tinham sobre os contetdos
algébricos e as dificuldades e facilidades de aprendizagem.

Além do carater abstrato, outra dificuldade relatada por alguns estudantes e
destacada por Pires (2012) refere-se as praticas mecanicistas utilizadas por
professores. Por outro lado, alguns relataram ter facilidade justamente pelas boas
praticas de seus professores de mateméatica, sejam da Educagéo Basica ou do Ensino
Superior, destacando este como um aspecto que favoreceu sua compreensdo do
contetido. Os entrevistados também ressaltaram o empenho em estudar a algebra em
ambos o0s niveis para se obter éxito na aprendizagem.

Em relacdo a concepcdo que possuem da algebra, Pires (2012) percebeu que
os estudantes tém percepgcbes muito variadas quando comparadas com as
concepgdes de algebra presentes na literatura. Segundo o autor, grupos particulares
de licenciandos veem a éalgebra de maneiras diferentes, seja como ferramenta, como
aritmética generalizada, como modelagem ou como meio para resolver problemas.
Essas percepcbes aparecem tanto nos depoimentos relacionados a educagéo basica
como relacionados ao ensino superior.
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Das consideragdes finais, destaco o momento em que o autor afirma que sua
pesquisa identificou, a partir das respostas dos participantes, dificuldades com a
aprendizagem de conteldos algébricos desde a Educacéao Basica, sendo reforcado ao
longo da vida académica no Ensino Superior. Para ele, os estudantes apresentam
preocupagdes com o ensino quando comparam a algebra escolar e a académica no
ambito da sua propria aprendizagem. O problema, sugere o autor, € que as conexdes
e pontes que devem ser realizadas entre as diferentes &lgebras ficam a cargo do
préprio futuro professor. Isso se evidencia na resposta de um dos participantes da
pesquisa:

Particularmente, ndo vejo muita semelhanca na algebra estudada na
“escola” e no Ensino Superior, pois uma é mais concreta e outra &
abstrata; e apesar de sempre gostar da algebra estudada
anteriormente, a algebra que conheci no Ensino Superior me agrada
mais; isso talvez pelo fato de uma dar embasamento teérico para

outra; apesar de eu néo visualizar essa conciliacdo (PIRES, 2012, p.
120).

Ao dar voz aos licenciandos, a dissertagdo de Pires explicita uma desconexao
entre a matematica ensinada na universidade e a que o professor ird trabalhar em sua
futura pratica profissional na Educagao Basica.

Em minha perspectiva, estd mais do que na hora de discutirmos a fundo as
questbes da matematica na formagéo do professor (ha autores, como Plinio Moreira e
Maria Manuela David, que se debrugam sobre esse tema), para que discursos como o
apresentado por Pires (2012) deixem de ser comuns. Quando um estudante afirma
que uma (algebra académica) da embasamento teorico para a outra (algebra escolar)
apesar de ngo visualizar essa conciliagdo, evidencia, ao meu ver, o distanciamento
entre cursos de formacgao de professores e atuacgao profissional do professor na escola
basica. Entendo que deixar para o futuro professor a dificil tarefa de fazer as conexdes
(ha conexbes?) necessarias entre a matematica veiculada em cursos de formagéo e a
trabalhada na Educacdo Basica significa ausentar-se do papel da Licenciatura de
formar professores capacitados para lidar com as demandas da pratica.
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