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RESUMO

Este artigo traz os resultados da andlise de um relato sobre o uso da visualizagdo no ensino da matematica
como aliado para o entendimento do conceito de Continuidade. Focamos 0 momento em que alunos de
Célculo |, participantes em uma intervencao pedagogica, se atém aos aspectos graficos de fungdes reais,
refletindo sobre o conceito em uma situagao de ensino e aprendizagem. Adotando a perspectiva da abstracao
estrutural, buscamos esclarecer a estruturacdo das ideias concebidas pelos alunos ao representa-las
visualmente como forma de construir/atribuir significados ao conceito de fungao continua, ou ainda, como
forma potencial de promover processos de abstracdo em matematica.
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ABSTRACT

This article presents the results of the analysis of a report on the use of visualization in teaching mathematics
as a potential ally for understanding the concept of Continuity. We focus on the moment when participants in
a pedagogical intervention, Calculus | students, focus on graphical aspects of real functions, reflecting on the
formation of the concept in a teaching and learning situation. Adopting the perspective of structural abstraction,
we seek to clarify the organization of ideas conceived by students by representing them visually as a way of
constructing/attributing meanings to the concept of continuous function, or even, as a way of promoting
abstraction processes in mathematics.
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1 INTRODUCAO

O objetivo da pesquisa € investigar perspectivas relacionadas as estratégias para a construgcéo de
significados e a formacéo do conhecimento matematico que o uso da visualiza¢ao traz ao processo
de ensino-aprendizagem da matematica. Para isto, analisamos as contribuicdes desse uso para o
entendimento sobre a forma do que se aprende e como se aprende no ensino superior. Sendo mais
especifico, buscamos compreender 0 modo como o conhecimento é produzido/reproduzido por
meio das representacdes visuais em praticas de sala de aula do ensino superior onde, na maioria
das vezes, conceitos séo introduzidos e formalizados em suas defini¢cées.

Ao leitor convém primeiro apontar que nos referimos as concepg¢des de abstracéo
matematica segundo abordagens cognitivas tendo como foco o ensino e a aprendizagem da
matematica. Especificamente, referenciamo-nos na nocéo de objetivacao (RADFORD, 2015) e em
processos de significacao relacionados aos conceitos matematicos no ensino superior, adotando a
perspectiva da teoria da Abstracao Estrutural desenvolvida em Scheiner e Pinto (2013, 2014, 2015,
2016, 2017, 2018) e em Scheiner (2016). Aqui, objetivacao € entendida como um

processo de producdo de sentido social [para um conceito matematico], co-
transformador e sensivel, através do qual os alunos gradualmente se tornam

criticamente familiarizados com significados culturais historicamente constituidos e
formas de pensamento e acdao (RADFORD, 2015, p.139).

Por sua vez, um significado atribuido a um conceito mateméatico sera entendido como formas
de pensamento constituidas culturalmente e historicamente, organizados socialmente a partir de
experiéncias humanas.

Este artigo estad organizado em cinco secbes. Na segunda secdo, retomamos os modos
distintos de entender abstracao e as diferencas epistémicas correspondentes em explicacdes sobre
formacao do conhecimento matematico. Em especial, trazemos a perspectiva discutida em Pinto e
Scheiner (2015) sobre visualizagcdo e o ensino de andlise real bem como a nocédo de abstracao
estrutural (SCHEINER; PINTO, 2013, 2014, 2016, 2017, 2018, 2019). Os trés ultimos artigos,
Scheiner e Pinto (2017, 2018, 2019), sdo centrais no desenvolvimento do quadro tedrico adotado para
representar e explicar fendmenos cognitivos envolvendo abstracédo e visualizagdo no processo de
aprendizagem de conceitos matematicos. A terceira se¢aotraz a no¢ao de visualizagao para o ensino,
refletindo sobre o uso de representacgdes visuais dentre estratégias de significacdo. Os procedimentos
metodoldgicos para a investigacao e analise do estudo do relato na forma de caso seréo apresentados
na quarta secdo. Por fim, realizaremos a exposicdo do material produzido, a analise e as
consideracoes finais.

2 ABSTRACAO E FORMAGAO DO CONHECIMENTO MATEMATICO NO ENSINO

As bases teodricas em Scheiner e Pinto (2013-2019), referentes a nogcao de abstracéo estrutural e a
formacgao do conhecimento matematico, sédo apresentadas para entender a relevancia do tema para
a nossa pesquisa em ensino-aprendizagem (subsecéo 2.1) e desenvolver um entendimento para o
termo abstracdo nesta acepcdo em consonancia com a literatura de pesquisa em educacgao
matematica (subsecgdes 2.2, 2.4, 2.5 e 2.6). Os construtos sensibilidade ao contexto (subsecéo 2.3),
estratégias de significacao (subsecao 2.7) e os processos de abstracao identificados (subse¢ao 2.8)
complementam o quadro tebrico proposto.

2.1 Formas de abstrair e processos de significacado em matematica
Uma vez que o objeto de estudo desta pesquisa € a aprendizagem da mateméatica, estamos
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interessados em entender os processos de abstracdo distintos que nos parecem promover
producdo de significados sobre objetos do conhecimento matematico. Em particular, queremos
entender como uma perspectiva em estudo sobre abstracdo matematica, a abstracao estrutural, se
relaciona e esclarece processos de objetivacéo, apoiando a tomada de consciéncia e promovendo
a formacéo do conhecimento pelo aluno em um cenario de aula onde se faz uso de representacéo
visual. Nossa exposicéo tem como ponto de partida as reflexdes e as possibilidades que emergem
de um quadro teorico especifico sobre abstracao.

2.2. Abstracdo como processo caracteristico do desenvolvimento do pensamento e da
aprendizagem da matematica

Uma acepcado Unica para a expressao abstracdo em matematica ndao € simples e ndao ha um
consenso entre 0s pesquisadores sobre uma Unica abordagem teérica para o tema. Nas palavras
de Hazzan e Mitchelmore (2006, p.278), a "abstracdao tem muitas facetas e ndo ha consenso entre
os pesquisadores em relacao a um significado unico"!. Por outro lado, séo frequentes as mencdes
ao termo abstrato na literatura de pesquisa e no senso comum enquanto traco genuino do
pensamento humano, inclusive associando-o a matematica. Scheiner e Pinto (2016) buscaram
“fornecer aos leitores uma maneira organizada de discernir as contradi¢cdes, controvérsias e
convergéncias relativas as muitas imagens de abstracao™ (p. 155), entendendo que a literatura
carece de um discurso critico para o tema, dada a variedade de acep¢des com que se discute e
utiliza o termo.

Para exemplificarmos o escopo do emprego do termo abstracdo sem nos atermos a
equivocos eventuais, 0 mesmo pode ser encontrado sendo utilizado em oposicao ao termo
concreto. Por outro lado, para que algo seja denominado abstrato ou concreto ndo depende de
propriedade inerente da coisa, mas sim da relagcdo da pessoa com 0 objeto em questdo, ou seja,
“conceitos que eram irremediavelmente abstratos, ao mesmo tempo podem se tornar concretos
para n0s se entrarmos no ‘relacionamento correto’ com eles™ (WILENSKY, 1991, p.4). Hazzan
(1999) argumenta que

para cada conceito e para cada pessoa, podemos observar um nivel diferente de
abstracéo que reflete a conexao experiencial anterior entre os dois. Quanto mais
proximo o objeto € para a pessoa e quanto mais conexdes ele formou, mais
concreta (e menos abstrata) se sente. Com base nessa perspectiva, alguns dos
processos mentais dos alunos podem ser atribuidos a tendéncia de familiarizar

uma ideia nao familiar ou, em outras palavras, tornar o abstrato mais concreto*
(HAZZAN, 1999, p. 76).

Tal perspectiva dialoga com o entendimento de que a compreensdo dos objetos
matematicos pelos individuos ocorre em vias de ascender do abstrato para o concreto. Este
movimento de ascensdo tendo o abstrato como ponto de partida € principio fundamental em
Davydov (1972), e foi utilizado por Scheiner e Pinto (2016) como base para o desenvolvimento da

1 Tradugéo nossa de: “abstraction has many facets and there is no consensus among researchers with regard to a
unique meaning”.

2 Traducao nossa de: “provide readers with an organized way to discern the contradictions, controversies, and
convergences concerning the many images of abstraction”.

3 Traducao nossa de: “Concepts that were hopelessly abstract at one time can become concrete for us if we get into the
"right relationship" with them”.

4 Traducao nossa de: “In other words, for each concept and for each person we may ob-serve a different level of
abstraction which reflects previous experiential connection between the two. The closer a person is to an object and the
more connections he/she has formed to it, the more concrete (and the less abstract) he/she feels to it. Based on this
perspective, some of students' mental processes can be attributed to their tendency to make an unfamiliar idea more
familiar or, in other words, to make the abstract more concrete.
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nocéo de abstracéo estrutural.

Assim, quando o concreto e o abstrato s&o entendidos como propriedades dos objetos, a
abstracao pode ser concebida em termos de niveis. Por outro lado, se sdao compreendidos como
propriedades da perspectiva de um individuo sobre os objetos, a abstracao passa a ser entendida
como niveis de complexidade, conforme Scheiner e Pinto (2014) indicaram.> (SCHEINER; PINTO,
2016, p. 159). Por exemplo, o numero 15 resulta de um processo de contagem de quinze objetos
ou do resultado da contagem de cinco pedras acrescidas a outras 10 ja colecionadas em uma
sequéncia 11, 12, 13, 14, 15. No entanto, também resulta da exclusédo de 5 pedras em um grupo de
20. Escreve-se como 10+5, como 7+8, como 20 — 5. Além disso, é o resultado de 5,3 ou de 45
dividido por 3. Cada novo contexto em que o numero 15 € reapresentado, ou seja, cada
recontextualizacdo do numero 15 o torna mais concreto para o conhecedor por ampliar conexdes
experienciais entre eles.

Por meio dessa ultima lente, compreendemos o concreto e o abstrato como propriedades
inerentes a relacao do individuo com o objeto. Desse entendimento, Scheiner e Pinto (2014, 2016)
concebem o processo de abstracdo em niveis de complexidade ou de recontextualizacao ao invés
de niveis de descontextualizacao.

2.3 Conhecimento sensivel ao contexto

Outra concepcédo problematica para a compreensao da dimensao cognitiva no desenvolvimento
para uma formulacao teérica coerente parece ser a de “transferéncia de conhecimento através da
abstracao que levam a uma compreensao da abstracdo como um processo de descontextualizacédo
e uma confusao entre abstracao e generalizacdo” (SCHEINER; PINTO, 2017, p.276). Nesse caso,
definir a abstragdo com um processo equivalente a generalizagdo, assumindo que tal atividade
mental de generalizar consiste em isolar aspectos em uma informacgao a exclusao de outros, seria
um processo de “empobrecimento” e tornaria a ideia de referéncia distanciada do préprio objeto
sensivel que esta sendo caracterizado mentalmente.

A partir de evidéncias encontradas em pesquisas de outros autores (VAN OERS, 1998,
2001; NOSS; HOYLES,1996; HERSHKOWITZ; SCHWARZ; DREYFUS, 2001; TREFFERS,1987),
Scheiner e Pinto (2017, p. 275) refutam uma imagem de abstracdo como descontextualizacéo
destacando que “a pesquisa sobre abstracdao no conhecimento e aprendizagem da mateméatica tem
feito progressos significativos ao levar em conta a sensibilidade do conhecimento ao contexto”
(SCHEINER; PINTO, 2017, p. 275). Por exemplo, no contexto da estrutura aditiva dos nimeros
naturais, a operagcao de multiplicacédo é entendida como adi¢do de determinado numero de parcelas
iguais. Neste caso, ha dois significados distintos para o nUmero 15representado, por exemplo, por
3.5 = 5+5+5 (adicao de trés parcelas iguais a 5) e por 5.3=3+3+3+3+3 (adicdo de 5 parcelas iguais
a 3). Ja no contexto de estrutura multiplicativa dos niumeros naturais, a comutatividade do produto
permite afirmar que 3.5 = 5.3 = 15. Diferente do que aconteceu no contexto da estrutura aditiva dos
nameros naturais, ha a identificacdo das duas representacdes distintas e, portanto, o significado
anterior da operacao é modificado.

Assim, o entendimento de abstracdo como uma forma de transferéncia de conhecimento
que rompe com 0 aspecto contextual, sob efeito de se generalizar um conceito, degenera o carater
de versatilidade e conscientizacdo do conhecimento desenvolvido pelo individuo para que 0 mesmo

5 Tradugéo nossa de: Thus, in taking the understanding of the concrete and the abstract as properties of objects,
scholars could consider abstraction as levels of abstractness; while, in taking the understanding of concreteness and
abstractness as properties of an individual’s view of objects, scholars could view abstraction as levels of complexity, as
Scheiner and Pinto’s (2014) recent contribution indicated.
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esteja disponivel e possa ser invocado pelo sujeito em situagdes de empregabilidade variadas.
Scheiner e Pinto (2016) esclarecem que

a imagem da abstracdo como generalizacdo parece inadequada quando o
conhecimento é considerado como construgdo. A imagem da abstracdo como
generalizacao € elusiva sobre a abstracdo como um processo construtivo e ignora
a abstragéo que leva em conta o desenvolvimento cognitivo de um individuo®
(SCHEINER; PINTO, 2016, p. 156).

Deste modo a perspectiva de generalizar para abstrair ideias matematicas pode implicar na
necessidade enganosa de descontextualizacdo do conhecimento assimilado. Scheiner e Pinto
(2016) argumentam que “do nosso ponto de vista, reconhecemos a abstragdo como um processo
de expanséo da sensibilidade ao contexto, em vez de considerar a abstragdo como simplesmente
uma descontextualizacéo” (p.157).

O objeto abstraido deve tornar-se mais claro, cognoscivel e explicito para que o sujeito
possa perceber suas articulagdes sob outras circunstancias, formas e aplicagbes. Essa abordagem
torna-se mais apropriada quando queremos responder as questdes de aprendizagem relativas ao
enquadramento de situacées que formem sentidos coerentes com um determinado conceito de
referéncia. De fato, a utilizagéo de representantes de um objeto em multiplos contextos, como no
exemplo dado de representagdes de nUmeros em estruturas aditiva e multiplicativa dos numeros
naturais, pode enriquecer a constru¢cao de elementos significativos que integrem um conceito
matematico para o aluno e remové-los empobrece o entendimento de um conceito (ver o estudo de
caso apresentado por Pinto (1998) e discutido em Scheiner e Pinto (2014)).

2.4 Formacao do conhecimento pelos componentes significativos

Mitchelmore e White (2004) conjecturam que o processo de abstracao na matematica ocorre a partir
do reconhecimento de caracteristicas comuns em uma variedade de situacdes diferentes, como em
Piaget. Para esses mesmos autores, uma vez reconhecidas, tais similaridades séo abstraidas e
constituem um conceito que incorpora essa similaridade. Entretanto, “a pesquisa teérica no
aprendizado da matematica vem, ha muito, indo além da categorizagcao ou classificagcéo, ou seja,
além de reunir objetos com base em semelhancas de suas caracteristicas superficiais” (SCHEINER,;
PINTO, 2016, p. 157).

Segundo uma concepg¢ao precursora, Skemp (1986, p. 21) entende a abstracdo como “uma
atividade pela qual nos tornamos conscientes das semelhangas entre nossas experiéncias” 7. De
acordo com Scheiner e Pinto (2017, p.276), ao avancarem para além da abstracdo empirica
proposta por Piaget, Mitchelmore e White (2007) recorrem a concep¢ao de abstracdo de Skemp
(1986) para descrever a aprendizagem da matematica elementar. Para esses autores, a abstracéo
deve ser compreendida em relacao a percepcao da estrutura subjacente dos conceitos matematicos
e n&o apenas as suas caracteristicas superficiais.

Dito de outro modo, Scheiner (2016) prop6s uma formacgao estrutural constitutiva para o
conhecimento como uma forma de abstracdo, nomeando-a abstracao estrutural, ja introduzida em
Tall (2013), e entendendo-a como um processo que envolve a complementarizagdo de
componentes significativos. Nessa perspectiva, o significado de conceitos matematicos & construido
pela complementarizacdo de diversos componentes significativos de uma variedade de objetos

6 Traducao nossa de: Thus, the image of abstraction as generalization seems inadequate when knowledge is considered
as construction. The image of abstraction as generalization is elusive about abstraction as a constructive process and
overlooks abstraction that takes account of an individual’s cognitive development.

7 Traducao nossa de: an activity by which we become aware of similarities among our experiences.
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especificos que foram contextualizados e recontextualizados em madltiplas situacbes® (SCHEINER,;
PINTO, 2016, p. 158). Aqui ha um dialogo possivel com Davidov (1990, p. 13) que considera a
abstracao de conceitos matematicos relacionada a a¢ao de separar “uma qualidade comum a um
nuamero de objetos / situagdes de outras qualidades™.

A significacao de conceitos matematicos por um individuo €, entédo, constituida mediante a
juncdo de uma variedade de objetos indicativos que foram contextualizados e recontextualizados
em mdltiplas situagdes consideraveis para que a objetivacdo ocorra. O processo de
complementarizagéo tem um papel epistemoldgico e se justifica pela tomada de consciéncia do
sujeito, como proposto em relagdo a aprendizagem dos objetos do conhecimento por Radford
(2015, p. 139), de que estes “tem que adquirir contetdo e conexdes em um processo de contraste
com outras coisas, tornando-se assim cada vez mais concreto”.

Com esse entendimento, a abstracédo é tomada como um atributo cognitivo segundo o qual
o sujeito do conhecimento nédo faz deferéncia somente a um fato isolado, mas é capaz de reunir,
assimilar e incorporar aspectos caracteristicos daquilo com o qual esta lidando como referéncia. A
formacdo do pensamento matematico exige que os objetos abstraidos formem conexdes para
desempenhar outros papéis segundo modelos mentais como quando associamos um numero a
diferentes coisas, ou mesmo interpretamos uma fungao para descrever diferentes leis da fisica.

2.5 Assimilar, comprimir ou encapsular o conhecimento

Scheiner e Pinto (2016, p. 160) elaboram suas reflexdes iniciais a respeito da maneira como pode
ocorrer mentalmente a organiza¢do do conhecimento matematico pelo individuo ou, ainda, como
formam-se as conexdes cognitivas capazes de organizar as significagcdes originarias dos objetos
mentais compreendidos para que estes estejam disponiveis e possam ser acessadas quando
necessario.

Retomando as ressignificacdes sobre a formagdo do pensamento em matematica,
inspiradas em Piaget (1977), que distingue abstracdes a partir das acoes e dos objetos, Scheiner e
Pinto (2017, p. 275-276) argumentam que “o foco de atencdo de cada forma de abstracdo sao
objetos fisicos (referindo-se ao mundo real) ou objetos mentais (referindo-se ao mundo do
pensamento)”, respectivamente. Considerando os trés tipos de abstracdes identificados em Piaget
(19977) - pseudo-empirica, empirica e reflexiva - reconhece-se sua importancia para as formas
pensamento exigidas no ensino de matematica. Destaca-se, em particular, que “a abstracéo
reflexiva € um mecanismo para o isolamento de propriedades especificas de uma estrutura
matematica que permite ao individuo construir novas pecas de conhecimento” (SCHEINER; PINTO,
2017, p.276).

No ensino superior, as mencdes sobre a abstracdo de conceitos matematicos séo
frequentes. Alicercada na abstracao reflexiva, a abstracao de conceitos matematicos € interpretada
como uma compressdo ou encapsulamento a partir da coordenacdo das acdes em objetos. No
entanto, Scheiner (2016) revelou que a literatura mostra um viés inflexivel em relagéo a abstracao
de acbes como a forma condutora de abstracdo no conhecimento e aprendizagem da matematica
avancada. Essa visao quase sempre exclusiva surge diretamente da trajetoria da histéria de nosso
campo marcada pela suposicao de Piaget de que apenas a abstracao reflexiva seria capaz de gerar

8 Tradugéo nossa de: Scheiner (2016) proposed a framework for structural abstraction, a kind of abstraction, already
introduced by Tall (2013), that takes account of abstraction as a process of complementarizing meaningful components.
From this perspective, the meaning of mathematical concepts is constructed by complementarizing diverse meaningful
components of a variety of specific objects that have been contextualized and recontextualized in multiple situations.

9 Tradugéo nossa de: separating a quality common to a number of objects/situations from other qualities.
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qualquer constru¢cdo genuinamente nova de conhecimento.

Embora as abordagens de abstracdo tenham servido muito bem a muitos propoésitos, elas
nao rastreiam detalhes dos processos de aprendizagem e conhecimento dos alunos compativeis
com estratégias de atribuir significado aos objetos matematicos (SCHEINER; PINTO, 2017, p.276-
277). Por conseguinte, “tanto as abordagens das abstracbes a partir das acdes quanto as
abstracbes a partir de objetos parecem compatrtilhar a imagem de abstracao como um processo de
compressao de conhecimento” (SCHEINER; PINTO, 2016, p. 160). Os autores interpretam que uma
das funcbes cognitivas da abstracdo estrutural é promover uma montagem dessas varias
experiéncias em estruturas de conhecimento mais complexas, reconhecido como um processo de
complexificagdo.

2.6 Conhecimento como um sistema dindmico complexo

Uma proposta tedrica que entende a abstragdo como descontextualizagéo reduz o objeto abstraido
a um estado estatico, imutavel. Scheiner e Pinto (2016, p. 160) propdem uma compreender a
abstracao de conceitos como processos de ressignificacbes em estruturas constituidas por meio de
multiplas recontextualizacbes dos mesmos, uma vez que conceitos sdo passiveis de novas
aplicacdes.
Assim, em vez de considerar o conhecimento como um sistema abstrato e estavel,
consideramos o conhecimento como um sistema dindmico complexo constituido

por varios tipos de elementos e estruturas do conhecimento® (SCHEINER,;
PINTO, 2016, p. 160).

Nessa linha, o quadro teérico sobre abstracdo pode integrar um processo construtivo
dindmico, suscetivel e progredir segundo niveis de complexidade.

2.7 Diversidade de estratégias de significacao

A perspectiva sobre Abstracao Estrutural proposta em Pinto e Scheiner (2015) retoma a discussao
acerca da formacéo do conhecimento matematico destacando que o grupo de alunos que atribuem
significado, identificado em Pinto (1998), reconhece e usa a definicdo formal de um conceito
matematico como um recurso que consiste das representacdes relacionadas advindas de
experiéncias em outros contextos, néo formais. Para Pinto e Scheiner (2015), a definicao formal
destaca-se pelo fato de ser essencial, via complementariedade, para estruturar as demais
representacbes do conhecimento latente a fim de que este seja desvelado, transformado e
ampliado. Por outro lado, ha

os estudantes que se limitaram a justapor fragmentos de conhecimento, por vezes

conflituosos e sem buscar articulagées, produziram uma estrutura de

conhecimento, subjacente as diferentes faces de um conceito, inconsistente,

compartimentalizada, e o processo de abstracdo estrutural ndo se realizou ou ndo
se realizou por completo (PINTO; SCHEINER, 2015, p. 646).

Entendemos a postura de atribuir significado como estratégia que demanda e promove a
complementariedade, uma das caracteristicas fundamentais para o processo de abstracédo
estrutural. Conforme identificado em Pinto e Scheiner (2015), os alunos que reconhecem os
conflitos como aspectos significativos no processo de formagéo de conceitos, buscam rever suas

10 Tradug@o nossa de: Thus, rather than considering knowledge as an abstract, stable system, we consider knowledge
as a complex dynamic system of various types of knowledge elements and structures.




Hipatia, v. 10, n. 1, p. 93-113, dez. 2025 100 CUNHA; PINTO

concepcoes, reconstruindo, ampliando e compondo, de forma consistente, novas estruturas para o
conhecimento.

Em estudo posterior, Scheiner (2018 a, b) propde um enquadramento dialdgico
(interdependente) para a construcédo de significado matematico no ensino, entendendo a
importancia de combinar ambas as formas (atribuir e extrair significado) para que haja a objetivacao
no ensino-aprendizagem e reforcando que:

Extrair significado envolve trabalhar dentro do contetdo, rotiniza-lo, utiliza-lo e
construir seu significado como um contetdo formal. construir. Atribuir significado

consiste em tomar as imagens de conceito como ponto de partida para construir
novos conhecimentos (PINTO, 1998, p. 298-299).

2.8 Processos centrais a Formacao de conceitos matematicos

Scheiner e Pinto (2018) propdem explicar os fendmenos cognitivos no que tange o aprendizado em
educacao matematica e sua relagdo com o uso das representacOes visuais. Nesta perspectiva
tedrica, a formacédo do conhecimento matematico pelos individuos, a partir das estratégias de
significagé@o para a constru¢ao mental dos objetos matematicos, pode ser descrita como um sistema
complexo e dinamico.

Scheiner e Pinto (2018) partem de dois elementos centrais decorrentes de insights propostos
pelo Filosofo da Matematica Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925), os quais foram
reinterpretados pelos autores com a finalidade de produzir avan¢os na compreensao da cognicao
matematica e que nos parecem fundamentais para sustentar nossas hipéteses sobre a importancia
das representacoes visuais no ensino de matematica.

Primeiramente, respaldamo-nos em Scheiner e Pinto (2018) que se refere a Frege (1892)
ao indicar que

um conceito matematico néo pode ser apreendido de forma imediata, mas apenas
por meio de objetos que atuam como seus representantes. Em segundo lugar, os
objetos matematicos (diferentemente dos objetos das ciéncias naturais) ndo podem
ser apreendidos pelos sentidos humanos (ndo podemos, por exemplo, "ver" o
objeto), mas apenas por meio de um "modo de apresentacao" (FREGE, 1892b). Em
outras palavras, os objetos precisam ser expressos por sinais ou recursos
semidticos como gestos, figuras ou expressao linguistica (RADFORD, 2002)1!
(SCHEINER; PINTO, 2018, p. 2).

As questdes destacadas refletem as vias de acesso cognitivo aos conceitos ou objetos
matematicos, respectivamente. O argumento de Frege (1892) incide sobre a necessidade de algum
modo de representacao para os objetos matematicos, o que inclui as representacdes visuais. Para
elucidar o que distingue o0 modo de apresentacao de um objeto daquilo que sabemos do préprio
objeto que é representado, os autores recorrem aos construtos “sentido” e “referéncia”, segundo a
filosofia fregiana. Scheiner e Pinto (2018) esclarece que

O “modo de apresentacao” de um objeto deve ser distinguido do objeto que é

representado, pois os individuos frequentemente confundem um sentidor ('Sinn') de
uma expressdo (ou representacdo) com a referénciar (‘Bedeutung') de uma

11 Tradug@o nossa de: First, we share Frege’s (1892a) assertion that a mathematical concept is not directly accessible
through the concept itself but only through objects that act as proxies for it. Second, mathematical objects (unlike objects
of natural sciences) cannot be apprehended by human senses (we cannot, for instance, ‘see’ the object), but only via
some ‘mode of presentation’ (Frege, 1892b) — that is, objects need to be expressed by using signs or other semiotic
means such as a gestures, pictures, or linguistic expression (Radford, 2002).
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expressao (ou representacao)’2. A referénciar de uma expressao é o objeto a que
ela se refere, enquanto que o sentidor é a maneira pela qual o objeto € dado a mente
(Frege, 1892b), ou seja, € o pensamento (‘Gedanke') expresso pela expressao (ou
representacéo).’® (SCHEINER; PINTO, 2018, p. 2).

Assim, uma referénciar de um objeto € entendida como representacdo/expresséao que diz
respeito ao objeto em si, enquanto que o sentidor revela certa significacao epistémica associada ao
objeto que, por meio de referénciar, possibilita aflorar uma ideiar correspondente a mente do
individuo.

Scheiner e Pinto (2018, p. 4) propéem que as ideiasr vislumbradas pelos individuos podem
interagir umas com as outras, formando estruturas de conhecimento mais comprimidas, nomeadas
de concepcgdes. Por conseguinte, as relagcdes constituidas entre conceitos, objetos e concepcdes
estao intermediadas consoante apreensao de significado decorrente das referénciasr, sentidosr e
ideiasr inerentes.

Ainda referenciadas na filosofia de Frege (1892), as reflexdes de Scheiner (2016) propdem
destacar o carater em mutacdo permanente de um conceito ao invés de entendé-lo com um
significado fixo, uma vez que o significado € relativo aos sentidos que emergem das representacoes
dos objetos e deriva do sistema de ideias de um individuo.

Para que ocorra a formacdo dos conceitos matematicos organizada na estrutura de
conhecimento mencionada anteriormente, Scheiner e Pinto (2018) destacam trés processos
fundamentais: contextualizagcdo, complementacdo e complexificacdo. Resumidamente,
contextualizar significa tomar certo prisma que chama a atencéo do individuo para determinados
sentidos, direcionando a mente para um pensamento particular, ocasional. Complementar, por sua
vez, implica em coordenar diferentes sentidos percebidos de maneira que crie uma unidade
conceitual. Com isso, ideias aparentemente contraditérias podem ser utilizadas de maneira
produtiva de forma cooperativas e nao conflitantes. Enquanto que complexificar € uma funcéo
cognitiva que gerencia um sistema de conhecimento da qual emerge novos sentidos que podem
ser atribuidos a objetos potenciais para a formacgao de novas ideias para o pensamento matematico.
Ao longo desse processo, interessa-nos discutir os sentidos evocados a partir da visualizagdo como
forma de representacao dos objetos.

3 VISUALIZACAO E ABSTRACAO NO ENSINO DA MATEMATICA

O vocéabulo “visualizagao” € utilizado de muitas formas nas pesquisas em educacdao matematica
(PRESMEG, 2006, p. 206). Quanto a sua origem e uso em investigacbes sobre o ensino-
aprendizagem da matemética, nos parece que:

O termo visualizagdo provém do campo da psicologia e, inicialmente, o termo era
associado as habilidades visuais que os individuos tinham e podiam desenvolver
para interpretar imagens. A partir da década de 80 do século XX, as pesquisas em
educacao matematica se ancoram nesta perspectiva cognitivista e se apropriam do
termo visualizagdo. A valorizagéo deste aspecto para a aprendizagem matematica
€ percebida e tende-se a incorporar outros significados ao termo, bem como, a tratar
o tema sob novos problemas de pesquisa (FLORES; WAGNER; BURIATTO, 2012,
p. 32).

12 O subscrito F indica que esses termos se referem a Frege, (1892b). Ver Scheiner e Pinto (2018).

13 Tradug&o nossa de: The ‘mode of presentation’ of an object is to be distinguished from the object that is represented,
as individuals often confuse a senseF (‘Sinn’) of an expression (or representation) with the referenceF (‘Bedeutung’) of
an expression (or representation) (the subscript F indicates that these terms refer to Frege, 1892b). The referenceF of an
expression is the object it refers to, whereas the senseF is the way in which the object is given to the mind (Frege,
1892b), or in other words, it is the thought (‘Gedanke’) expressed by the expression (or representation).
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Adotando o ponto de vista cognitivo e inspirado em Piaget e Inhelder (1971), Presmeg (20086,
p. 206-207) considera que “a visualizacdo é tomada para incluir processos de construcao e
transformacéo de imagens visuais mentais e todas as inscricées de natureza espacial que podem
estar implicadas em fazer matematica”. Nesse estudo, ampliamos o uso do termo “abstracao”,
problematizando o aspecto visual para a formagéo de conceitos considerados abstratos no ensino.
Com esta intengdao adotamos o nosso referencial para entender a abstracéo, dialogando com um
entendimento sobre objetivacdo (RADFORD, 2015) como conceito sociocultural importante para a
educacéo da matematica. Retomamos a nogéo de estratégias de significacéo para destacar o papel
potencial da visualizagdo em processos de abstracdo que promovem tomada de consciéncia e
compreensao dos conceitos matematicos.

Em Scheiner e Pinto (2015), o processo de complementarizacdo é retomado ao reanalizar
um estudo de caso sobre o estudante Chris (ver PINTO, 1998), identificando-o em uma situagéo na
qual um conjunto de representacdes possiveis foram importantes para compor um recurso utilizado
pelo estudante para reconstruir uma argumentacao compativel com a definicdo formal. Como
explicam os autores,

a caracteristica fundamental na perspectiva da abstracao estrutural esta na ideia de
que varios objetos especificos que se enquadram no ambito de um conceito
particular complementam-se mutuamente (processo de complementariza¢ido); de
modo que uma abstragao individual, de cada um deles, é superada. Este processo
que tem lugar na abstracdo da estrutura do objeto representa um movimento no
sentido da complementaridade dos diversos aspectos que criam uma unidade
conceptual entre suas representacdes distintas (PINTO; SCHEINER, 2018, p. 645).

Diante da situacao proposta no caso de Chris, as atencbes dos autores estavam, por parte
do aluno, voltadas para a composi¢ao das imagens e para a constru¢ao de significado matematico.
As justificativas teéricas estavam amparadas nas mudancas de modelos com base nos conceitos
de pés-imagem e pré-imagem em Freudenthal (1975), bem como na no¢ao de imagens conceituais
proposta por Tall e Vinner (1981) entendidas como estratégias para se obter o conceito mateméatico
a partir da coordenacdo dos complementares derivados de esquemas visuais.

Embora ndo evidenciem outras caracteristicas do fenébmeno de abstracao estrutural, os
demais processos de Contextualizacdo e Complexificacdo estavam presentes. A contextualizagao
fica mencionada quando, pelo processo de complementarizacao, torna-se possivel promover a
transicao de "varias” representacoes - que expressam objetos especificos colocados em diferentes
contextos - para “uma” representacao capaz de construir e reconstruir formalmente o conceito
(PINTO; SCHEINER, 2015, p. 648).

Entendemos que as multiplas representacbes dos objetos s6 foram possiveis pela
conscientizagéo via contextualizacdo a partir da identificagcéo dos diferentes sentidos percebidos
em diferentes contextos. Enquanto a complexificagcdo pode ser reconhecida (...) como movimentos
em diferentes niveis de complexidade que sao recuperados ao examinar as descricdes de Chris
sobre suas tentativas de entender a definicdo formal (Idem, p. 649). Assim, a complexificacdo, de
fato, corresponde a uma fungcédo cognitiva que coordena um sistema de conhecimento para a
formac&o de novos sentidos.

No caso reanalisado, as entrevistas com o aluno Chris revelam os processos caracteristicos
da abstracao matematica (Complementariedade, Contextualizacdo e Complexificacao) promovidos,
em seu caso, pelo uso de representagdes visuais como recurso para atribuir significados em
matematica. Como expresso pelos autores:
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[Chris] destaca que recupera seu enunciado [da definicao formal de limite de uma
sequéncia] e seu significado a partir de uma representacao visual, que passa entao
a desenhar (Figura 1, no texto). Da andlise da explicacdo de Chis enquanto ele
desenhava, argumentamos que, antes de tudo, ele evoca uma representacéo de
um objeto - uma sequéncia convergente; no caso, uma representacao visual, e
reconstréi a definicdo, explorando a representacao e utilizando a lingua materna
para recuperar o enunciado da definicdo formal (PINTO; SCHEINER, 2015, p. 647).

As estratégias de significacao (extrair e atribuir significado a partir do uso de representacées
visuais) podem ser interpretadas como um recurso de conhecimento importante a medida que
possibilita a percepcédo dos sentidos que promovem um sistema consistente de ideias. Ademais,
elas se configuram como uma atitude mental favoravel que ativa (produz movimento, dinamiza) os
processos (complementacdo, contextualizacdo e complexidade) caracteristicos da abstracéo
estrutural favorecendo a objetivacédo e a formacgéo do saber matematico.

Com este olhar para o fenbmeno da aprendizagem, planejamos uma pesquisa qualitativa
tendo como foco o uso das representacdes visuais na formagédo do conhecimento matematico.

4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para apresentacdo dos resultados, selecionamos um caso e analisamos as estratégias dos
participantes ao construir/produzir significados identificando, quando possivel, processos
caracteristicos da abstragéo estrutural (contextualizagdo, complementariza¢cao e complexificagcéo).

O caso em estudo, apresentado na prdéxima secao, € proposto na forma de uma Sequéncia
Didatico-Pedagobgica. Ao apresentarmos a nossa analise dos dados, em consonéancia com 0 noSso
quadro tedrico, organizamos o material produzido de acordo com 0s seguintes objetivos especificos:

1) Investigar as estratégias utilizadas pelos alunos para significar o conhecimento
matematico ao longo da experiéncia, como nos casos em que se atribui ou se extrai significado,
conforme os analisados por Pinto e Scheiner (2015).

2) Identificar a presenga ou auséncia de processos caracteristicos de abstracao estrutural no
desenvolvimento da aprendizagem tais como complementariedade, contextualizacédo e
complexificacéo ja descritos como fundamentais por Scheiner e Pinto (2018).

3) Examinar as relagbes potenciais entre representacdo visual e as estratégias de
significacado para a aprendizagem dos conceitos.

Vale esclarecer que os casos aqui apresentados decorrem de experiéncias vivenciadas em
momentos anteriores a nossa intencao de investiga-los a partir da perspectiva teoria da Abstracéo
estrutural, suas estratégias e formacao de significados na matematica. Dessa forma, nossa
pesquisa tem um carater dual que é:

a) Colaborar para a ampliacao do entendimento que temos a respeito da visualizagao para
guiar a formacgao e a compreensao do conhecimento na Matematica.

b) Avaliar, sob a 6tica da abstracao estrutural, o potencial do uso das representacdes visuais
no caso apresentado para constituir um ambiente pedagogico em que a formagao do conhecimento
matematico ocorra de modo significativo.

Nessa investigacdo analisamos um caso unico com a intencéo de identificar caracteristicas
e 0 que ha de essencial para entendermos de que modos as representacdes visuais podem ser
usadas como recurso no ensino/aprendizagem da matematica. A expectativa é que esse estudo
contribua para o desenvolvimento de teorias, discussao de questdes e futuras investigacdes na area
de educacao matematica.
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5 VISUALIZACAO E O ENSINO DE FUNGAO CONTINUA

O Relato de experiéncia a seguir, intitulado “Funcées Continuas e Visualizagao”, realizado em uma
turma de Calculo |, constitui um caso para analise das situacdes referentes as atividades
desenvolvidas, enunciando questdes e usando a visualizacdo como recurso. Situamos o caso
trazendo os assuntos abordados em aula (conceitos, definicées e algumas propriedades de funcdes
continuas), os problemas propostos, a forma como a atividade foi desenvolvida, bem como os
comentarios e discussbes envolvendo os alunos. As etapas investigativas seguem os
procedimentos metodoldgicos e referencial tedrico adotado, contemplando as analises segundo os
trés objetivos especificos. O foco é o uso da visualizacdo na solucdo de conflitos e na
atribuicao/producao de significados para os conceitos.

5.1 O Relato da experiéncia

O primeiro autor deste artigo assumiu o papel de observador/pesquisador durante dois tempos de
aula, atuando como professor em uma turma de Calculo I. Ele planejou a situacao experimentada
em sala de aula usando a visualizagdo ao fundamentar o ensino de fung¢des continuas. A
experiéncia, tratada aqui na forma de estudo de caso, analisa a visualizagdo como um processo
que ancora a definicdo de uma fungdo continua no conjunto dos numeros reais, conforme
apresentada no ensino superior. Como veremos a seguir, a no¢ao de continuidade de funcdes,
como objeto de estudo, revela-se potencialmente proficua para uma analise e compreensao do uso
de representagdes visuais para a aprendizagem e a formag¢ao do conhecimento matematico.

Essa experiéncia de ensino foi realizada com um grupo de cinco alunos voluntarios de
Célculo | pertencentes a um curso de Engenharia, sendo registrada como atividades
complementares. O foco € a ampliacdo do repertério de exemplos de fungdes, incluindo funcbes
continuas e nao diferenciaveis. Os alunos participantes cursaram uma disciplina de Pre-calculo e
fizeram uma primeira avaliagcdo de Calculo | que incluiu tépicos referentes a limites, continuidade e
derivadas de fungdes reais. Vale destacar que, no curso regular de Calculo | em que esses alunos
estavam matriculados, ementas e objetivos séo, por vezes, restritos a processos algoritmicos de
resolucao de questdes em detrimento de reflexdes sobre os significados dos conceitos estudados.

Para desenvolver nos alunos (e também nos professores) uma atitude investigativa, o plano
foi constituir um ambiente para o estudo de fungdes continuas capaz de provocar estranhamentos
e questdes. Dada a diversidade de aspectos das fungdes continuas exploradas, essa abordagem
promoveu processos como os de contextualizagcdo e complementarizagcdo. Além disso, 0 uso de
visualizacdo como uma das representacdes possiveis para os objetos mateméaticos foi estimulado.
A sequéncia didatico-pedagdgica elaborada como parte das atividades sera descrita a seguir.

5.2 A sequéncia didatico-pedagodgica

A sequéncia didatico pedagogica contemplou quatro momentos a fim de introduzir o tema por meio
de exemplos algébricos e graficos, situando a no¢do de modo a promover discussdes sobre
aspectos diversos do conceito. A meta é a objetivacdo do conceito, buscando desencadear
“processo(s) de producéao de sentido social” (RADFORD, 2015, p.139) para o conceito matematico,
aproximando os significados compartilhados pelo grupo de participantes do sentido relacionado ao
conceito historicamente construido.

Definicbes e comentérios preliminares sobre continuidade e derivada de fungdes reais foram
escritos na lousa, retomando a ementa do curso, a bibliografia disponivel e as notas das aulas do
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curso de Analise Real'* do Pemat, com o professor Victor A. Giraldo. As referéncias utilizadas para
a elaboragao das atividades incluem os livros “Curso de Calculo de uma Variavel”’, de Marco A.P.
Cabral, e “Analise Real - volume 17, de Elon L. Lima.

Momento 1: Introducéo do tema.

Em sala de aula, o tema foi introduzido pelo professor/pesquisador usando a visualizagao
(figuras, gréaficos) como recurso para motivar e despertar o interesse dos alunos, trazendo no¢des
preliminares para o entendimento dos conceitos. Nesse momento flexibilizado pela experiéncia
extraclasse, o professor viu a oportunidade para desenvolver a intuicdo geométrica dos alunos.

Naquele primeiro momento (cerca de 10 min iniciais), o professor (P) comentou, de modo
informal, que “uma fungé@o fé continua em um ponto a do seu dominio se f(x) esta proximo de
f (a) quando x esta proximo de a”.

Momento 2: A algebrizacao do conceito como um segundo contexto.

Em seguida o professor escreveu no quadro a definicao informal para uma fungao continua,
como no livro adotado nesse curso de engenharia. A Figura 1 traz essa definic&o.

Figura 1: Definicdo continuidade em um ponto, usando a noc¢éo de limite.

Definicao (Stewart). Uma fung¢ado f* ¢ continua em um niimero a se
lim /(x) = /(@)
Fonte: Stewart (2001).
No mesmo livro de Célculo, o texto prossegue como na Figura 2 a seguir:
Figura 2: Procedimentos para determinar a continuidade em um ponto.

Observe que a definicdo I implicitamente requer trés coisas para a continuidade de f em a :
1. f(x) esta definida (isto €, a esta no dominio de /")

2. lim f(x) existe
3. lim f(x)= f(a)
Fonte: Stewart (2001).

A apresentacdo do tema € encerrada com alguns exemplos classicos, tais como fungdes
constantes e fungdes poténcia de x.

No livro de Calculo adotado, bem como em outros, as fungdes continuas sdo tratadas no
dominio dos reais, em textos menos formais, tentando aproximar os conceitos matematicos as
situacdes mais comuns experimentadas pelos alunos na vida escolar. Stewart (2001, p. 122) sugere
que “a definicdo matematica de continuidade corresponde estritamente ao significado da palavra
continuidade na linguagem do dia a dia”. Ja outros autores, como por exemplo Morettin e Hazzan
(2000), associam a continuidade a ideia de grafico sem interrup¢des, ou ainda, de que funcdes
continuas sao aquelas que ndo apresentam “saltos” ou “mudancgas abruptas” nos seus graficos,
permitindo que 0 mesmo seja tracado sem tirar o lapis do papel.

Mesmo em nogdes iniciais e relativizadas, devemos cuidar do uso informal das mesmas
situando-as em contextos, quadros ou problemas distintos para contrasta-las. De fato, em artigo
recente, Moreira e Campos (2023) discutem as contradicbes l6gicas em abordagens sobre
continuidade em livros de Calculo e de Analise Real. Como destacado pelos autores, tais distorcoes
demandam das defini¢des propostas em livros de Célculo “uma formulagao mais geral, mesmo com
a introdugdo de um novo conceito,” - no caso o conceito de ponto de acumulagdo - “o que evitaria

14 Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=fthua7iGXXFU Acesso em: 23 de setembro de 2025.
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complicacOes desnecessarias do ponto de vista pedagdgico e do ponto de vista l6gico” (MOREIRA;
CAMPOS, 2023, p.1032).

Aqui, retomamos intencionalmente alguns casos, até mesmo estudados em cursos de Célculo,
explorando exemplos de fungbes cujo dominio nao é exclusivamente real. Ao apresentar funcbes que
despertam o estranhamento dos estudantes, a nogéo de continuidade foi explorada em aspectos
conflitantes com o dos contextos iniciais, complementarizando e promovendo a complexificacéo para
a formagéo do conceito, como proposto em nosso quadro tedrico.

Momento 3: Ampliagcao dos olhares: recontextualizando a nogdo em exemplos estranhos.

Aqui, incluimos dominios reais que tensionam definicées anteriores (figuras 1 e 2). Durante
15 minutos exploramos exemplos que se contrapéem ao senso comum de identificar a fungao
continua como um grafico sem “buracos”. Assim, a visualizagdo foi usada como contraste as
questdes na Figura 3.

Figura 3: Re-contextualizacdo da no¢éo de continuidade.

As fungdes f e g séo fungbes continuas? Justifique.

R >R
1 g:Z—->R
X—— ,
X X—>X

Fonte: os autores.

A andlise da nocao de continuidade em tais exemplos problematiza a incompatibilidade
eventual entre conceito de limite de uma fungdo em um ponto e o valor da fungcao nesse mesmo
ponto, caso a definicao de continuidade seja apresentada por definicbes como nas figuras 1 e 2,
conforme observado em Moreira e Campos (2023).

Momento 4: Refinando a defini¢ao.

Na verdade, em contextos mais amplos do que o de fungbes cujo dominio € um intervalo
contido nos reais, a definicao de limite de uma fungdo em um ponto, lim f(x) , requer que aeD’, ou
x—a

seja, o ponto deve ser de acumulacdo. Em contrapartida, devemos ter aeD para que f(a) esteja
definida. Essas duas exigéncias presentes na definicdo da Figura 1 ndo sdo necessariamente
conciliaveis em qualquer dominio. Isso pode ser observado, por exemplo, em dominios contidos no
conjunto dos nameros inteiros, como ilustrado na Figura 3.

Esse momento provocou reflexdes dos alunos a respeito da importancia da formalizacéo na
matematica, criando a necessidade de responder a refutagdes a solu¢cdes em elaboracao e tornar
0s argumentos logicamente consistentes.

A definicao formal mencionada durante essa aula, com a devida atencéo dos alunos, esta
reproduzida na Figura 4. A expectativa é de discutirmos que, na definicdo de limites, consideramos
0 que acontece na vizinhanga de um ponto, enquanto na definicdo de continuidade devemos
verificar se os valores da fun¢do na vizinhanca de um ponto estéo relativamente proximos ao valor
da funcao neste ponto, o que permite, inclusive, inferir o valor da fungao no ponto.

Figura 4: Definicdo formal de continuidade.
Defini¢do 1. Sejaf : Dc R —- R e a € D. Dizemos que f* € continua em a se, € somente se
Ve>0,356 >0 tal que xeD,|x—a|<5=|f(x)-f(a)|<e&.

Fonte: Lima (2008)

Vale observar que na definicdo de limites, temos xy,eD’ e ndo € necessario que esse ponto
pertenca ao dominio da func¢do - mas na definicdo de continuidade este fato é exigido. As notas das
aulas de Andlise Real do professor Victor Giraldo, na Figura 5, clarificam essa discusséao:
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Figura 5: Usando limites para determinar a continuidade

Teorema. Sejaf :DcR —>R ex,e DN D' Entdo f ¢ continua em x, se, € somente se,

lim /()= (x).

Fonte: Notas de aula Victor Giraldo

Em seguida, o professor propbs quatro atividades para serem discutidas em grupos.
Trazemos aqui a analise da segunda atividade. Questdes semelhantes as da atividade proposta
podem ser encontradas no livro de Analise Real (LIMA, 2008, p. 65) ou no Curso de Célculo de
Uma Variavel (CABRAL, 2013, p. 33).

5.3 A Atividade proposta

Ao adotarmos a nog¢édo de objetivacdo no planejamento da atividade proposta, podemos declarar a
intencdo da pratica em sala de aula de constituir um ambiente que promova interagdes entre os
alunos e a construgao coletiva das respostas as atividades, explorando a nog¢ao de continuidade de
funcdes.

Os recursos tecnolégicos estimulam o uso de visualizagdo como instrumento para elaborar
a nocgao de continuidade, por vezes restritas aos aspectos operatorios puramente algébricos ao ser
definida usando limites. Uma vez reconhecendo as funcbes epistemolégicas e conceituais dos
processos de contextualizacdo, complementarizacéo, as atividades planejadas buscaram expor
uma diversidade de aspectos da no¢ao de continuidade de uma fungdo em um ponto para contrasta-
los e discuti-los com a expectativa de aproximar as constru¢des dos alunos relacionadas ao conceito
de continuidade ao seu significado historicamente constituido.

A exploracdo da Atividade 2 descrita na Figura 6 resultou em um dialogo com excerto
transcrito em seguida.

Figura 6: A Atividade 2.

Atividade 2.

. sen l ,sex=0
Sejam as fungdes f : R > R, f(x) = X e g:R-o>R, g(x)=x.f(x).
0, sex=0
Verifique se essas fungdes sdo continuas em zero.

Fonte: sequéncia didatica proposta pelo primeiro autor.

Segue um excerto dos comentarios dos alunos Heitor e Helena ao resolverem a questéao
(dessa vez Julia ficou em siléncio):

Heitor: A fungéo seno oscila entre -1 e 1, entéo esse grafico deve variar ai
também.

Helena: Eu n&o sei... acho que como o seno de 0 é zero e a fungédo também vale
zero, entdo é continua ai.

Heitor: Mas o problema é que ela fica oscilando, acho que a f é descontinua.

Interpretamos que Heitor re-contextualiza a questdo enunciada algebricamente ao evocar
mentalmente o grafico da funcéo, ainda que este nao tivesse sido apresentado, a e representar de
forma visual, sem explicita-lo aos colegas. Nesse processo, ndo explicou como concebia tal
representagédo, tampouco os colegas demandaram, naquele momento, esclarecimentos sobre o
motivo de imaginar a funcéo oscilando. Helena, por sua vez, relaciona o valor da fungéo no ponto
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com o valor do limite para o ponto, como é valido para o caso de fungdes continuas em um ponto.
Ela recontextualiza e reanalisa, portanto, a funcéo proposta evocando um resultado valido em um
conjunto particular: o das fungbes continuas. Heitor é firme em sua representacdo, mas néo
contesta o entendimento de Helena.

Deste modo os multiplos contextos trazidos em discussao néao sdo contrastados e a tensao
€ criada no nivel dos enunciados de cada estudante e ndo de seus argumentos. Julia nao participa
das interacdes do grupo. Intervindo para resolver a tensao criada, o professor sugeriu 0 uso do
computador, constituindo mais um contexto para investigagdo. Os alunos digitaram a primeira
funcdo na Calculadora Gréafica Geogebra e visualizaram a Figura 7.

Figura 7: O gréfico da fungao f.

Fonte: os autores.
A representacao na tela do computador é definitiva para a analise solicitada.

Helena: Olha! A f é descontinua mesmo. O seno fica indo de -1 a 1 o tempo todo
quando x tende a zero.

Neste momento, Helena percebe 0 que o colega Heitor quis dizer anteriormente e concorda
com a avaliagcédo do colega, evocando como motivo para a descontinuidade da funcdo um aspecto
sobre a continuidade compativel com a definicdo do conceito: a oscilagdo dos valores da funcéo
independente da proximidade de zero dos valores no dominio da funcéo.

Das interacbes dos estudantes, destacamos um “processo de producdo de sentido social
[para um conceito matemético]’, embora incipiente e pontual, mas promovido pelo
compartilhamento de ideias e pela representacédo visual da fun¢do. Movimentos como estes sdo o
que estamos entendendo por objetivacdo do conceito de continuidade no estudo de funcoes,
ancorado no uso da visualizagéo.

Em seguida Heitor se interessa pela segunda funcao a ser investigada e pergunta: “E a outra
funcdo ...a g?”

Os participantes multiplicam a expressao da lei algébrica da fungéo f por x? no programa
do computador e observam atentamente o novo grafico.

Figura 8: O grafico da funcéo g.

Fonte: os autores.
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Heitor: Essa € continua em zero. A fungéo g fica entre essas bissetrizes.
Julia: Parece que é aquele teorema do sanduiche, entao o limite também é zero.

Da interacdo entre os alunos destacamos a compreensao das razdes que tornam a primeira
funcdo descontinua e a segunda continua, apesar de nao formalizarem suas respostas, aspecto
que também nao lhes foi cobrado. Argumentamos que as justificativas, no entanto, ndo estéao
restritas a aspectos puramente visuais. No caso da fungao g, por exemplo, Julia recupera, inclusive,
um conhecimento “teérico” sobre o “teorema do sanduiche”, relacionando a questdo ao corpo ja
estudado. No caso de Heitor, a questdao da proximidade de valores parece latente. Ambas as
respostas ndo estdo restritas, mas sdo ancoradas na representacdo visual da questdo.
Conjecturamos, assim, que a visualizagao dos graficos esclareceu um sentido para uma justificativa
proxima das ideias apresentadas que pode ser formalizada da seguinte maneira:

Figura 9: Resoluc&o da primeira questdo na Atividade 2
A fungdo f ¢ descontinua em zero, pois para qualquer a € [—1, 1], podemos obter uma sequéncia (x,)
tal que lim(x)=0¢ lim f(x,)=a.

1

No caso, basta tomar x, = ——— .
arcsen(a)+2zn

1 1
Enquanto que, para x # 0, como -1 <sen (—j <le x—0, entdo x.sen (—j —0.
X X

Entendemos que situagdes como estas podem favorecer o entendimento de outros fatos e
teoremas necessarios e que estédo presentes no esboco de demonstragao acima.

6 DISCUSSAO E CONSIDERACOES FINAIS

A intencéo nesse artigo é discutir 0 uso da visualizagdo no ensino da matemética como aliado para
o entendimento dos conceitos.

Ao investigar as estratégias utilizadas pelos alunos para significar o conhecimento mateméatico
ao longo da experiéncia, ndo ha como afirmar de que modos os alunos Heitor, Helena, Julia
poderiam desenvolver estratégias semelhantes a de Chris que recupera o enunciado da definicao
formal e seu significado a partir de uma representacao visual desenhada por ele préprio. No entanto,
as acbes em sala de aula descritas neste relato podem, potencialmente, promover tal
desenvolvimento. Na sequéncia didatica, a definicdo formal foi revisitada e, portanto, os alunos
precisavam acessar as ideias relacionadas a continuidade para entendé-la e construir algum sentido
para o que estavam explorando visualmente.

Mais importantes, porém, sao outras evidéncias do uso do recurso visual. Heitor revela ideias
conflitantes quando questiona o fato de a fungao seno oscilar, talvez esperando um comportamento
monaotono da fungao, se aproximando do limite sem alcancgéa-lo ou supera-lo. -Esse movimento pode
sinalizar a percepcéo de que o conceito de continuidade se manifesta de outros modos, em outros
mundos diferentes daqueles em que se desenha o gréafico de uma funcao sem tirar o lapis do papel,
recontextualizando a nog¢éo e abrindo caminhos para iniciar um processo de complementariedade.
Por sua vez, Helena resgata um dado da fungéo seno (sen(0) = 0) para elaborar conexdes situando
a questao no conjunto de fungdes continuas. Ancorada na visualizagcao, Julia relembra o teorema
do sanduiche estabelecendo conexdes com a teoria estudada. Identificamos, mesmo que latentes,
alguns processos caracteristicos de abstracao estrutural no desenvolvimento da aprendizagem.
Outras experiéncias seriam necessarias para que isto ocorresse.
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Quanto as relagbes potenciais entre representacao visual e as estratégias de significacéo
para a aprendizagem dos conceitos, entendemos que o emprego dos recursos visuais, uma vez
exploratério, contribuiu para uma aprendizagem significativa, enquanto a utilizacdo das
representacdes visuais, por parte do professor, pode estimular no aluno o habito de desenvolver
estratégias que incluam a visualizagdo como recurso para produzir/construir significados
matematicos.

Vale mencionar que os alunos ndo recorreram naturalmente a definicao formal, mas
retomaram argumentos pontuais relacionados ao conceito de fungdo continua. Todos
demonstraram surpresa ao observarem os graficos, o que revela desconhecimento das construcoes
visuais dessas fungdes. Entretanto, o dialogo entre eles evidencia o potencial do recurso visual
como instrumento capaz de, a partir das representacdes, suscitar vestigios de sentidos e favorecer
a construcao de ideias correlacionadas ao conhecimento de fungdes continuas.

Por fim, ndo acreditamos haver uma estratégia unica, ou descricao plena e completa, para
descrever a objetivacao do conhecimento matematico. Talvez por isso, os resultados identificados
dos processos de complementarizacéo e contextualizacdo sdo pontuais e situados no contexto em
que se discute o conceito de continuidade. Além disso, seria precipitado indicar ocorréncia de
complexificagdo, uma vez que os alunos procuraram atribuir significados somente a medida que
reconheciam alguma informacéao familiar.

Nesse estudo, procuramos ampliar o entendimento a respeito da nogcdo de abstracéo,
discutindo a teoria da abstrac&o estrutural e demais pesquisas correlacionadas. A utilizacao desta
teoria como referencial tedrico na investigacdo dos trés casos proporcionou resultados que
fortalecem a ideia de que as representagdes visuais funcionam como meio potencial para a
producao/construcdo de significado matematico. Observa-se que visualizar para compreender
potencializa a percepcédo dos sentidos e, consequentemente, favorece a estruturacdo de um
sistema consistente de ideias.
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