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RESUMO

Este artigo trata-se de uma pesquisa de doutorado em desenvolvimento investiga o panorama de pesquisas
sobre o0 estudo de grupos finitos a partir de abordagens visuais em Algebra Abstrata, com foco no ensino
dessas estruturas algébricas durante a formacéao inicial de professores de Matematica. A metodologia
utilizada foi a pesquisa bibliogréafica, em que foi conduzida uma reviséo de literatura, com buscas realizadas
nas bases Google Académico e Portal de Periédicos da CAPES. As pesquisas encontradas revelaram uma
preocupacdo com os percalcos no ensino da Algebra de modo geral, a0 mesmo tempo em que mostraram
uma limitagdo nos estudos sobre essa tematica, sobretudo com abordagens que utilizam a tecnologia e que
exploram o componente visual no estudo de Algebra Abstrata. A analise aponta para a importancia de ampliar
0 escopo de investigacao nessa area, destacando o potencial de ferramentas tecnolégicas como o GeoGebra
e CAS Maple como recursos promissores para facilitar a compreensao de conceitos neste campo do
conhecimento. Em uma perspectiva futura, almeja-se explorar as potencialidades do uso destas ferramentas
como aporte a visualizagdo em Algebra Abstrata, visando contribuir para o aprimoramento das praticas
pedagogicas e para o desenvolvimento do pensamento algébrico dos estudantes da licenciatura em
matematica.
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ABSTRACT

This article is part of an ongoing doctoral research and investigates the landscape of research on the study of
finite groups from visual approaches in Abstract Algebra, focusing on the teaching of these algebraic structures
during the initial teacher training of Mathematics. The methodology used was bibliographic research, in which
a literature review was conducted, with searches performed in the Google Scholar and CAPES Periodicals
Portal databases. The research found revealed a concern with the challenges in teaching Algebra in general,
while also showing a limitation in studies on this theme, especially with approaches that use technology and
explore the visual component in the study of Abstract Algebra. The analysis points to the importance of
expanding the scope of research in this area, highlighting the potential of technological tools such as
GeoGebra and CAS Maple as promising tools to facilitate the understanding of concepts in this field of
knowledge. In a future perspective, the aim is to explore the potential of using these tools to support
visualization in Abstract Algebra, aiming to contribute to the improvement of pedagogical practices and the
development of algebraic thinking in mathematics education students.
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1 INTRODUCAO

O ensino de conceitos abstratos em matematica apresenta desafios peculiares, pois muitos
estudantes tém dificuldades em visualizar e compreender definicbes e propriedades que néo
possuem uma representacao fisica direta. No entanto, para muitos estudantes, a compreensao
desses conceitos pode ser desafiadora devido a sua natureza puramente teérica (Bianchini; Lima,
2021; Ferreira; Onuchic, 2023). Especificamente, a Algebra Abstrata & uma area da matematica que
estuda estruturas algébricas como grupos, anéis e corpos, utilizando métodos e conceitos a partir
de generalizacbes, para investigar propriedades e relacdes entre elementos dessas estruturas.
Neste campo, Franco (2011, p. 31) aponta que “em Algebra, conceitos como anéis e grupos tendem
a ser complexos para os estudantes, haja vista a necessidade de abstracdo e representacéo
exigidas para a compreensao dessas estruturas matematicas”.

Embora seja um campo no qual muitas dificuldades sdo encontradas, ainda ha poucas
pesquisas sobre Algebra Abstrata direcionadas para o seu ensino e formacdo do professor de
matematica durante a licenciatura. Alguns autores apontam dificuldades dos estudantes de
licenciatura em matematica nesta area, como Elias, Ribeiro e Savioli (2018), Monteiro, Moura e
Fonseca (2019), Bianchini e Lima (2021), Ferreira e Onuchic (2023), Dias e Noguti (2023).

No tocante ao trabalho com a visualizacdo em Algebra Abstrata, temos algumas pesquisas
em ambito internacional como Fahd e Bhatti (2018), Reimann (2018), Zaskis, Dubinsky e
Dautermann (1996), Carter (2009), Larsen (2009), que reforcam a importancia do componente
visual para a compreensao de certas estruturas algébricas. E no que diz respeito as pesquisas no
Brasil, temos os trabalhos de Alves e Araujo (2014), Monteiro, Moura e Fonseca (2023), Sousa,
Alves e Aires (2024), Sousa, Mangueira e Alves (2024) e Sousa et al. (2024). A visualizacao de
grupos finitos, em particular, € uma area de pesquisa que, embora nao tdo amplamente explorada
como outras areas da matematica, tem recebido atencao crescente nos ultimos anos.

A visualizacao desempenha um papel crucial no processo de aprendizagem, fornecendo aos
estudantes uma maneira concreta e tangivel de explorar e entender conceitos abstratos (Carter,
2009). Desta forma, entende-se que explorar o componente visual pode permitir aos estudantes ver
padrdes, construir conexdes e elaborar raciocinios intuitivos sobre conceitos matematicos, o que
pode levar a uma compreensao mais clara do tema e de suas aplicagdes.

Assim, tendo em conta o panorama atual das pesquisas e a pertinéncia do tema partimos
da questao de investigacdo: Como a visualizacdo em Algebra Abstrata pode influenciar o ensino de
estruturas algébricas especificas, como 0s grupos finitos, durante a formacgé&o inicial de professores
de Matematica? Para dar resposta a esta questédo levamos a cabo um estudo tendo como objetivo
investigar de que forma o uso de abordagens visuais pode contribuir para o ensino e compreenséo
de estruturas algébricas, especialmente grupos finitos, no contexto da formacao inicial de
professores de matematica.

Como metodologia de investigacdo, adotamos a pesquisa bibliografica, que consistiu em
uma revisao de literatura acerca da tematica. Buscamos em bases de dados verificar a existéncia
e analisar os trabalhos que envolvem a triade visualizagdo, Algebra Abstrata e grupos finitos, no
intuito de compreender o cenario de pesquisas nesta area e as possibilidades de abordagem do
tema direcionadas as licenciaturas e a formacgao do professor de matematica.

Na secdo seguinte, apresenta-se uma breve discussdo sobre a visualizacdo de estruturas
algébricas, com foco nos grupos finitos, como forma de contextualizar o tema, visando uma melhor
compreensao dos leitores.
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2 A VISUALIZACAO DE ESTRUTURAS ABSTRATAS: UM BREVE QUADRO TEORICO

Dentre as obras classicas que abordam o estudo da Algebra Abstrata, algumas s&o referéncia para
a discussao especifica do componente visual em Teoria dos Grupos. Podemos elencar alguns
classicos, como os livros The Symmetry of things' (Conway; Burgiel; Goodman-Strauss, 2008),
Visual Group Theory? (Carter, 2009) e Groups as graphs® (Kandasamy; Smarandache, 2009),
Number, Shape, and Symmetry - An Introduction to Number Theory, Geometry, and Group Theory*
(Herrmann; Sally Jr., 2013) que preconizam abordagens visuais de estruturas algébricas de grupos
e propriedades relacionadas. Discutimos brevemente estas obras e exemplificamos alguns casos
nos paragrafos que se seguem.

No primeiro livro mencionado, Conway, Burgiel e Goodman-Strauss (2008) exploram a
onipresenca e a diversidade da simetria em varias formas, desde papéis de parede e formatos de
méveis até o corpo humano. A obra oferece uma descricao detalhada dos diferentes tipos de
simetria e apresenta uma lista abrangente de todas as simetrias possiveis em diversas geometrias.
Além de classificar e enumerar essas simetrias, também serve como uma espécie de guia para o
trabalho matematico envolvido nesses processos.

Escolhemos um desses modelos para exemplificar a possibilidade de abordagem visual. Os
signatures® para grupos que sao quase compactos, mas nao compactos, tém pelo menos um digito
igual a . Na Figura 1(a) e 1(b) temos dois exemplos bem conhecidos: ©32 e * ©32. Esses dois
exemplos correspondem a grupos chamados de grupo modular SL,(Z) e grupo modular estendido
GL,(Z), respectivamente.

Figura 1: Um padrdo com variedade orbital ndo compacta e assinatura 32,
isomorfo a SL,(Z) (a) e um padrao com assinatura * ©32, isomorfo a GL,(Z).
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Fonte: Conway, Burgiel e Goodman-Strauss (2008, p. 234).

Para compreender melhor, podemos imaginar essas figuras como representacdes
geométricas de simetrias que seguem regras matematicas. A Figura 1(a) representa uma simetria
circular que, matematicamente, esta relacionada com rotacdes e reflexdes em torno de pontos
centrais. Isso corresponde ao grupo modular SL,(Z), que € uma estrutura algébrica usada para
entender certas simetrias na Geometria. Ja a Figura 1(b) mostra um padrao repetido em linha reta,
0 que se refere ao grupo estendido GL,(Z), que descreve simetrias em um arranjo especial
chamado “empacotamento de circulos de Ford”.

Essas simetrias sao descritas de forma algébrica e visual ao mesmo tempo, permitindo que
vejamos como elementos do grupo se conectam entre si para criar esses padrdes. A presenca do
simbolo oo na assinatura indica que essas simetrias se estendem ao infinito, ou seja, os padrdes
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continuam indefinidamente, o que chamamos de “ndo compactos”. Em termos mais simples, na
Figura 1(a) mostra um padrao circular com simetrias que se repetem ao redor de um centro,
enquanto na Figura 1(b) exibe um padrdao em linha reta que também se repete, mas de forma
continua. Essas figuras sao representacdes visuais de como esses grupos matematicos funcionam,
relacionando Algebra e Geometria de forma interativa e intuitiva.

O grupo modular SL,(Z), por exemplo, refere-se a um conjunto de matrizes 2 X 2 com
coeficientes inteiros e determinante igual a 1, sendo uma estrutura algébrica importante na
Geometria Hiperbodlica e na Teoria dos Numeros. Geometricamente, GL,(Z) é o grupo de simetria
de um arranjo chamado “empacotamento de circulos de Ford” (Figura 2) no modelo de meio-plano
superior. Em uma linguagem mais simples, podemos escrever que:

e Signatures com oo: Quando vemos uma assinatura com oo (por exemplo, 32), isso indica
gue 0 grupo ndo é compacto, mas quase compacto.
e Grupos Modulares: ©32 € semelhante ao grupo SL,(Z) e * ©32 & semelhante ao grupo
GL,(Z).
Simetria de Circulos de Ford: GL,(Z) descreve as simetrias de uma formacéo especial de circulos
(circulos de Ford) no plano superior. Esses circulos tém raio infinito e, no contexto do plano
hiperbdlico, sdo chamados horociclos.

Figura 2: Os circulos Ford também possuem grupo de simetria GL2(Z).

Fonte: Conway, Burgiel e Goodman-Strauss (2008, p. 234).

De modo abreviado, estamos falando sobre grupos matematicos que tém certas
caracteristicas especiais e como esses grupos se relacionam com formas geométricas especificas.
Para um maior aprofundamento, recomenda-se a leitura da obra de Conway, Burgiel e Goodman-
Strauss (2008), bem como a observacéo de outros exemplos da obra.

Ja na obra de Carter (2009), o autor introduz a Teoria dos Grupos a partir de um enfoque
visual e intuitivo, utilizando diagramas e representagdes graficas para tornar os conceitos abstratos
mais acessiveis e compreensiveis, sendo um livro destinado tanto a estudantes quanto a
professores de matematica. A abordagem do autor é projetada para ser intuitiva, especialmente
para aqueles que podem se sentir intimidados pela abstracdo da Teoria dos Grupos. O uso de
visualizacbes e exemplos concretos torna o material mais tangivel e menos abstrato, realizando
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conexbes frequentes entre a Teoria dos Grupos e outras areas da Matematica, bem como
aplicacdes praticas em Fisica, Quimica e Ciéncia da Computacao.

Carter (2009) escreveu um software chamado Group Explorer’, que ajuda a visualizar
conceitos de Teoria dos Grupos por meio de diagramas e outras ilustracées. O Group Explorer € uma
ferramenta interativa que complementa o livro Visual Group Theory, oferecendo uma lista de
diferentes grupos e informacgdes detalhadas sobre cada um, incluindo pelo menos um diagrama de
Cayley para cada grupo, entre outras técnicas de visualizagao. Exemplificamos essa abordagem na
Figura 3.

Figura 3: Diagramas de Cayley de alguns pequenos grupos finitos.

Cyclic group Cs (or Z3)

Symmetric group S3 Direct product group C, x C; x C;, Alternating group As

Fonte: Adaptado de Carter (2009, p. 22).

Os diagramas de Cayley sdo uma forma de representar visualmente os grupos, e o autor
explica que o Group Explorer cria esses diagramas usando um algoritmo que segue as regras do
grupo, desenhando setas para mostrar como os elementos do grupo se conectam entre si (Carter,
2009). Depois de identificar todas as conexdes, 0 soffware proporciona um itinerario alternativo de
interacao com o objeto matematico. A sensacao intuitiva de maior (ou menor) compreenséo depende
do sujeito que percebe o objeto. Mas, primordialmente, os elementos sdo organizados de uma
maneira que seja de simples compreenséao e, ao longo do livro, o autor mostra como essa técnica
pode ser aplicada em varios contextos, usando-a amplamente dentro do estudo da Teoria dos Grupos.

Na obra de Kandasamy e Smarandache (2009), os autores exploram a relagéo entre a Teoria
dos Grupos e a Teoria dos Grafos, em que sao estabelecidos os fundamentos necessarios para
compreender a intersecgcao entre esses dois campos de estudo. Os autores discutem como os
elementos e operagcdes de um grupo podem ser visualmente representados em um grafo, e como
essa representacao pode proporcionar percepc¢des sobre a estrutura do grupo, como exemplificado
na Figura 4.

Ademais, o livro investiga as propriedades algébricas e topoldgicas dos grafos que
representam grupos, incluindo questdes como conectividade, ciclos hamiltonianos e eulerianos,
entre outros, além de suas possiveis aplicacdes praticas, que vao desde problemas de coloracéo

1 Este software é gratuito e vocé pode baixa-lo em groupexplorer.sourceforge.net.
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de grafos até andlise de redes, demonstrando como conceitos de grupos podem ser Uteis na
resolucao de problemas em Teoria dos Grafos e vice-versa.

Figura 4: Exemplos de grupos representados como estruturas de grafos.

0 0 ) , 3
g g
L J
5
g
gz g
1 2 ! 3
Grupo Z; ={0,1,2}, sob a Grupo Z, ={0,1,2, 3}, sob a Grupo G = (g|g® = 1), grupo
operagéo de adi¢gdo modular operagao de adigdo modular. ciclico de ordem 6, sob a
(mod 3) (mod 4) operacao de multiplicagao.

Fonte: Adaptado de Kandasamy e Smarandache (2009, p. 18).

Por fim, a Ultima obra classica elencada, dos autores Herrmann e Sally Jr. (2013), introduz
de forma acessivel alguns dos temas centrais da matemética, nomeadamente a Teoria dos
Numeros, a Geometria e a Teoria dos Grupos, sendo destinado a estudantes de matematica de
nivel intermediario, bem como a qualquer pessoa interessada em compreender as ideias
fundamentais dessas areas da matematica, com o objetivo de fornecer uma introducéo clara,
enfatizando a conexao entre numeros, formas e simetrias.

A secao sobre Teoria dos Grupos, em especial, introduz os conceitos basicos de simetria e
grupos, incluindo exemplos concretos como grupos de simetria de figuras geométricas. Um desses
exemplos esta ilustrado na Figura 5.

Figura 5: Eixo de rotacédo para o dodecaedro (arestas) (a esquerda) e um plano de
reflexao para o dodecaedro (a direita).

Fonte: Herrmann e Sally Jr. (2013, p. 276).
Os autores mostram como a Teoria dos Grupos pode ser usada para entender simetrias em
Geometria e como propriedades de numeros influenciam essas simetrias. No exemplo da Figura 5,
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Herrmann e Sally Jr. (2013) descrevem como encontrar todas as simetrias de um dodecaedro, que
€ um poliedro de 12 faces pentagonais. Especificamente, eles consideram as rotacdes e reflexdes
que deixam o dodecaedro inalterado, esclarecendo o processo de identificar todas as simetrias
deste poliedro, incluindo tanto rotacdes quanto reflexdes.

Os autores mostram que héa 60 rotagdes e 60 reflexdes, totalizando 120 simetrias diferentes.
Isso ajuda a compreender a estrutura simétrica do dodecaedro e como ele pode ser manipulado
sem alterar sua aparéncia geral. No caso, as simetrias do dodecaedro formam um grupo porque
elas podem ser combinadas de acordo com as propriedades basicas de existéncia de um grupo em
Teoria dos Grupos (associatividade, elemento neutro, elemento inverso), tornando possivel estudar
e entender suas propriedades de maneira sistematica e organizada (Herrmann; Sally Jr., 2013).

A relacdo entre a Teoria dos Grupos e a visualizacao de suas estruturas é essencial para a
compreensao de conceitos matematicos abstratos e complexos de maneira mais intuitiva e clara. A
visualizacdo ajuda a identificar propriedades importantes dos grupos, como subgrupos, ciclos e
simetrias, que podem ser dificeis de detectar apenas com notag¢des algébricas. Segundo Carter
(2009), padrdes que sao complexos em notagcbes puramente algébricas se tornam mais evidentes
quando representados visualmente, permitindo uma compreensdo mais detalhada.

Para cada categoria de grupo e algumas classes de grupos é possivel esquematizar
visualmente de forma simples a sua estrutura algébrica, seja de forma manual ou com uso de
tecnologias. Entretanto, alguns casos mais complexos podem demandar uso de softwares de
computacao algébrica, como o CAS Maple, ou mesmo o GeoGebra, dada a sua complexidade. Dito
isto, com os recursos tecnoldgicos é possivel construir a visualizacdo destas entidades abstratas,
enriguecendo a discusséo e viabilizando o processo de ensino e assimilacdo do tema.

3 METODOLOGIA

Este trabalho € baseado em uma abordagem de pesquisa bibliografica, consistindo em uma reviséo
de literatura. A pesquisa bibliogréafica envolve a andlise e interpretacéo de fontes secundarias, como
livros, artigos cientificos, dissertacdes e teses, com o objetivo de desenvolver uma compreenséo
mais profunda do tema em questéo (Flick, 2015).

A reviséo bibliografica, desempenha dois propésitos fundamentais: em um primeiro plano,
proporciona uma contextualizagcdo do problema em estudo, oferecendo um panorama do
conhecimento existente sobre o tema; e em segundo, analisa as possibilidades e perspectivas
apresentadas na literatura consultada, auxiliando na construcdo do referencial teérico que
embasara a pesquisa (Alves-Mazzotti, 2002; Berland; Piot; Stolowy, 2013).

A selecao de trabalhos focou em pesquisas que abordam a visualizagdo de grupos finitos,
como proposto no objetivo da pesquisa. No entanto, alguns estudos sobre Algebra Abstrata em
geral foram incluidos para contextualizar o campo e as dificuldades relacionadas com o ensino de
estruturas algébricas.

Os dados foram coletados por meio de consulta ao Portal de Periddicos da CAPES e Google
Académico. Utilizamos uma combinacdo de termos de busca relacionados aos descritores
visualizacdo, algebra abstrata, estruturas algébricas, formacao de professores e tecnologias, para
identificar estudos relevantes publicados em periédicos académicos, livros e conferéncias nos
ultimos dez anos. Ressalta-se que as bases e dados Web of Science (WOS) e SciELO também
foram consultadas, mas ndo forneceram resultados para as buscas dentro dos critérios
estabelecidos.
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Os critérios de incluséo para selecdo dos estudos foram: (1) estudos que exploram a
visualizacdo em Algebra Abstrata; (2) estudos que exploram a visualizacdo de estruturas algébricas
de grupos finitos em Algebra Abstrata; (3) estudos publicados em Lingua Portuguesa ou Inglesa,
(4) estudos direcionados para o ensino de Algebra Abstrata em licenciaturas em Matematica, (5)
pesquisas sobre o tema com acesso aberto ao seu contetdo, (6) Estudos realizados dentro do
intersticio de setembro de 2014 a setembro de 2024. Foram excluidos os estudos que ndo atendiam
a esses critérios. As combinagdes de termos utilizadas, bem como o numero de trabalhos
encontrados sdo apresentados, respectivamente, no Quadro 1:

Quadro 1: Descritores de busca e quantitativo de trabalhos encontrados.

Par de descritores Portal de Google
Periodicos Académico
da CAPES

Visualizacdo e Algebra Abstrata 1 2
Visualizacao e Estruturas Algébricas 1 2
Visualizagdo e Grupos Finitos 1 0

—
—

Tecnologia e Estruturas Algébricas

Tecnologia e Algebra Abstrata 0 3
Tecnologia e Grupos Finitos 2 0
Estruturas Algébricas e Formacao de 4 3
Professores
Algebra Abstrata e Formacéo de Professores 1 1
Grupos Finitos e Formacéao de Professores 1 0
Total de trabalhos 12 12

Fonte: Elaborado pelos autores (2024).

Inicialmente, os titulos e resumos dos estudos identificados foram revisados para determinar
a relevancia do contetdo para os objetivos deste trabalho. Em seguida, os textos completos dos
estudos foram analisados em detalhes para extrair informagdes relevantes sobre: o uso da
visualizacdo em Algebra Abstrata; abordagens com uso de tecnologias ou outro tipo de recurso
visual; desafios e potenciais aplicagdes no contexto da formacao de licenciandos em Matematica,
bem como suas possiveis contribuicbes; se ha alguma similaridade com o que se propde na referida
pesquisa de doutorado em andamento.

Os materiais encontrados nas bases de dados foram cruzados e os trabalhos que se
repetiam em ambas foram descartados. ApOs esta verificacdo, organizamos um quadro-sintese
(Quadro 2) com os trabalhos catalogados a partir da busca desses descritores.

Dentre o total de trabalhos encontrados, excluindo-se os estudos que se repetiam em ambas
as bases de dados, analisamos os estudos elencados no Quadro 2, a partir de uma reviséo de
literatura, contando com um total de dez (10) pesquisas. Essa analise encontra-se na préxima
secao.
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Quadro 2: Descricao dos trabalhos encontrados e analisados.

Titulo do trabalho

Autor/ano

Disponivel em

Algebra nos anos iniciais do
ensino fundamental: primeiras
reflexdes a luz de uma revisao

de literatura

Ferreira, Ribeiro e
Ribeiro (2016)

https://ojs.ufgd.edu.br/index.

php/educacao/article/view/5
785

O envolvimento discente em um
ambiente virtual de
aprendizagem: Analise realizada
no curso de licenciatura em
Matematica.

Fonseca e Araujo
Junior (2018)

https://doi.org/10.26843/ren
cima.v9i5.1938

Learning and Teaching of Group
Theory through visualization
using Graphs

Fahd e Bhatti
(2018)

https://atcm.mathandtech.or
g/EP2018/contributed/4382
018_21615.pdf

Grupos Diedrais: uma proposta
concreta para uma apresentacao
inicial da Algebra Abstrata para
licenciandos em Matemética.

Monteiro, Moura
e Fonseca (2019)

https://doi.org/10.5752/P.26
74- 9416.2019v2n2p56-85

A Algebra e seu papel: reflexdes

Bianchini e Lima

https://doi.org/10.1590/1980

a partir das producdes do GT 04 (2021) - 4415v35n70a19
da SBEM
A importancia da Algebra Ferreira e https://doi.org/10.51359/217

Abstrata para a formacao inicial
de professores de Matematica

Onuchic (2023)

7- 9309.2023.252646

Consideragdes sobre a Algebra
Académica e a Algebra Escolar:
um estudo em cursos de
Matematica Licenciatura

Dias e Noguti
(2023)

https://doi.org/10.46551/em
d.v7n13a06

O GeoGebra no ensino de
Algebra Abstrata: uma
abordagem dos grupos diedrais
via Engenharia Didatica

Sousa, Alves e
Aires (2024)

https://doi.org/10.1590/1516
-731320240030

A relacédo entre os grupos dos
quaternions e o grupo de Lie
SU(2): uma perspectiva a partir
da visualizagéo via software
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Sousa,
Mangueira e
Alves (2024)
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Fonte: Elaborado pelos autores (2024).
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4 ANALISE E DISCUSSAO DOS ESTUDOS ENCONTRADOS

Nesta secdo apresentamos uma breve andlise e discussdo dos trabalhos encontrados e
selecionados, buscando uma correlacdo entre os estudos que tem sido desenvolvidos em Algebra
Abstrata, a formacgao do professor de matematica e o campo da visualizacéo.

O trabalho de Ferreira, Ribeiro e Ribeiro (2016) € um artigo de natureza teérica e aborda o
conceito de Algebra nos anos iniciais do Ensino Fundamental, tanto & luz da literatura nacional e
internacional quanto dos documentos curriculares nacionais. A relevancia desse debate surgiu a
partir da crescente inclusdo da Algebra como um tema matematico essencial ao lado de outros
eixos tradicionais, como Numeros e Operacdes, Geometria, Grandezas e Medidas, Estatistica e
Probabilidade. Explora-se a distingdo entre Aritmética e Algebra, assim como as diversas
concepgdes de pensamento algébrico, visando conectar essas areas, buscando contribuir para a
formacao do professor de matematica.

A revisao e analise da literatura destacaram a existéncia de pesquisas que evidenciam a
capacidade dos alunos desde cedo para pensar de forma algébrica, mesmo sem possuirem um
conhecimento formal de Algebra. Além disso, ha uma preocupagdo em promover um ensino que
permita aos alunos atribuir maior significado a sua aprendizagem em ambas as areas, aritmética e
algébrica, contribuindo para a atuacao profissional do professor. Contudo, ressalta-se que é um
trabalho que contextualiza o ensino da Algebra, mas nao que preconiza o componente visual.

Fonseca e Aradjo Junior (2018) apresentaram uma pesquisa com o objetivo de analisar o
envolvimento dos alunos em um ambiente virtual de aprendizagem, focalizando duas disciplinas de
Licenciatura em Matematica a distancia. Foram coletados dados de 423 alunos a frequentar a
disciplina de Calculo Integral e 368 a frequentar a disciplina de Estruturas Algébricas, durante o
primeiro semestre de 2018. Os resultados mostraram que a maioria dos acessos ocorreu entre
segunda e quinta- feira, das 10h as 23h. Cerca de 78% das visualiza¢des foram para os materiais
didaticos, indicando muita interacdo dos alunos com esses recursos. Esse padrao pode ser
atribuido a natureza das disciplinas, que envolvem atividades praticas e célculos intensivos, néo
exigindo acesso constante ao ambiente virtual fora dos horarios de estudo mais concentrados.

Fahd e Bhatti (2018) argumentam em seu artigo que a Teoria dos Grupos €, de fato,
reconhecida como uma disciplina desafiadora no curriculo de graduacédo, sendo tal dificuldade
percebida ndo apenas pelos estudantes, mas também pelos professores, devido a sua natureza
abstrata. Ainda de acordo com os autores, os topicos centrais do estudo de grupos em Algebra
Abstrata sdo frequentemente baseados na demonstracdo de teoremas, sem o auxilio de
representacdes visuais. “Essa falta de visualizagcdo pode limitar a compreensao dos alunos sobre
os fundamentos da teoria de grupos” (Fahd; Bhatti, 2018, p. 1).

O trabalho de Fahd e Bhatti (2018) aborda um modelo que oferece visualizagéo por meio de
grafos rotulados direcionados, visando facilitar tanto o ensino por parte dos professores quanto a
aprendizagem por parte dos alunos. Adicionalmente, os autores explicam como diferentes axiomas
de grupo, como a propriedade de fechamento, o elemento de identidade e o inverso, podem ser
visualizados utilizando a representacéo de grafos.

Monteiro, Moura e Fonseca (2019) apresentaram uma sugestdo para o ensino e
aprendizagem de tépicos especificos referentes a Teoria dos Grupos nos cursos de Licenciatura em
Matematica. A problemética de pesquisa consistiu, inicialmente, no fato de que o tépico Grupos é
considerado um assunto central a ser estudado nos cursos de Licenciatura em Matematica em quase
todas as universidades. Por outro lado, os estudantes tém sérias dificuldades cognitivas e afetivas
com Algebra Abstrata, ou seja, eles tém dificuldades em se tornarem habilidosos no tema e, mesmo
entre 0s que obtém sucesso, muitos ndo conseguem ver o0 objetivo em estudar tal assunto.
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Os autores buscaram abordar uma pequena parte dessa problematica do ensino e
aprendizagem da Algebra Abstrata, com base na experiéncia acumulada por anos de pesquisa e
desenvolvimento na apresentacao do assunto Teoria de Grupos para o0s alunos da Licenciatura em
Matematica da Universidade do Estado do Para (UEPA). Ao considerar as rotacoes e translagdes
de movimentos rigidos nos poligonos regulares, em particular no tridngulo equilatero e no quadrado,
para deduzir os conceitos iniciais de grupos, os autores almejaram fornecer um recurso util e
animado para professores da disciplina Algebra Abstrata, bem como aos licenciandos.

Bianchini e Lima (2021) apresentaram uma analise interpretativa de cinco pesquisas sobre
Algebra, realizadas pelo Grupo de Trabalho Educacédo Matematica no Ensino Superior (GT04) da
Sociedade Brasileira de Educacéo Matematica (SBEM). A analise foi feita com base na Anadlise de
Contetido de Bardin, focando em duas categorias: “O que é Algebra?” e “O papel da Algebra”. Os
resultados destacaram a abordagem histérica, estrutural e de generalizagdo da Algebra, além de
seu papel na construgdo do conhecimento matematico dos estudantes e na preocupag¢do com a
formacgao dos professores neste campo do conhecimento.

O estudo de Ferreira e Onuchic (2023) investigou a relevancia da disciplina comumente
chamada de Algebra Abstrata, Estruturas Algébricas ou Algebra Moderna, obrigatéria para a
formacéao de professores de Matematica. Esta disciplina é frequentemente questionada devido aos
seus conteudos, como Grupos, Anéis e Corpos, que aparentemente nao tém aplicacéo direta na
pratica dos professores da Educagao Basica. Os autores realizaram uma Intervencao Pedagbégica
em uma turma de Licenciatura em Matematica em uma instituicao publica de ensino superior. Nessa
intervencao, diversos tipos de conhecimentos necessarios para a formacdo do professor de
Matematica foram considerados.

A analise qualitativa dos resultados de Ferreira e Onuchic (2023) revelou que, quando
ministrada de forma apropriada, com foco na formacao do professor de Matematica, esta disciplina
pode promover beneficios para os alunos. Dentre estes, os autores apontam uma sélida formacéo
matematica, o desenvolvimento da capacidade argumentativa, melhor compreensao de simbologias
e terminologias mateméticas, além de promover o desenvolvimento cognitivo, como a capacidade
de entender demonstracdes formais e a mudanca de atitude em relagcdo a justificativa de
afirmacdes. Também foi observado o desenvolvimento da capacidade de identificar padrdes e fazer
generalizacbes, entre outros aspectos.

O artigo de Dias e Noguti (2023) realizou um estudo bibliografico para investigar as
semelhancas e diferencas entre a Algebra Académica e a Algebra Escolar nos Projetos
Pedagogicos dos Cursos de Licenciatura em Matematica nas Universidades Federais do Rio
Grande do Sul. O estudo abrangeu cursos de formacao de professores de Matematica em seis
universidades. Os resultados apontaram que das 34 disciplinas obrigatorias identificadas
relacionadas a Algebra Académica identificadas, em 31 delas o foco esta no estudo e dominio de
conceitos especificos ligados a Matematica Académica. Nas outras trés disciplinas, ha evidéncias
de conexdes entre os conceitos estudados e o ensino da Educacao Basica. Globalmente, hd uma
discussao maior de aspectos relacionados & Algebra Escolar nas disciplinas de Algebra Académica
nos cursos de Licenciatura em Matematica. Embora essa mudanca néo seja uniforme em todos os
cursos, representa um passo significativo no tratamento da Algebra para a formagéo de professores.

Dentre os trabalhos analisados, observamos que todos apresentam uma preocupacao na
forma como a Algebra é discutida e seus impactos na formacgdo e na atuacdo profissional do
professor de mateméatica. Entretanto, destacamos cinco deles, em que é dada uma atencdo ao
estudo especifico da Algebra Abstrata (ou Estruturas Algébricas) e de seus impactos na formacéo
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inicial do professor, que sao Fahd e Bhatti (2018) Monteiro, Moura e Fonseca (2019), Bianchini e
Lima (2021), Ferreira e Onuchic (2023), Dias e Noguti (2023).

Ao analisar a literatura de forma detalhada, identificamos que apenas cinco estudos
exploram uma perspectiva visual da teoria dos grupos no campo da Algebra Abstrata: Fahd e Bhatti
(2018), Monteiro, Moura e Fonseca (2019), Sousa, Alves e Aires (2024), Sousa, Mangueira e Alves
(2024) e Sousa et al. (2025). Destes, os trés ultimos sdo de nossa autoria e apresentam maior
proximidade com a proposta desta pesquisa de doutorado. Em contrapartida, os trabalhos de Fahd
e Bhatti (2018) e Monteiro, Moura e Fonseca (2019) restringem-se a casos particulares de grupos
e nado incorporam 0 uso de tecnologias. Ja os estudos de Sousa, Alves e Aires (2024), Sousa,
Mangueira e Alves (2024) e Sousa et al. (2025) adotam uma abordagem visual do tema por meio
do software GeoGebra, configurando-se como pesquisas promissoras, embora ainda pouco
exploradas na literatura.

O estudo de Sousa, Alves e Aires (2024) propde uma abordagem inovadora para 0 ensino
de grupos diedrais finitos, utilizando o software GeoGebra como ferramenta visual para facilitar a
compreensao de suas propriedades algébricas. Os grupos diedrais, que capturam as simetrias de
poligonos regulares por meio de rotacées e reflexdes, séo praticas dificeis de ensinar devido a sua
abstracao. Através da metodologia da Engenharia Didatica e da Teoria das Situagbes Didaticas, o
estudo delineia uma sessédo de ensino estruturada em etapas que permitem aos alunos interagir de
maneira dindmica com as simetrias dos poligonos no GeoGebra. Essa abordagem auxilia na
visualizacéo das simetrias, tornando mais intuitiva a compreenséao das propriedades fundamentais
dos grupos, como a associatividade, a existéncia de inversos e a estrutura do grupo em si. O estudo
conclui que o uso de ferramentas visuais, como o GeoGebra, pode melhorar a motivacéo e a
compreensdo dos licenciados ao abordar tépicos de Algebra Abstrata, tornando conceitos
complexos mais acessiveis para o ensino do tema.

Ja o trabalho de Sousa, Mangueira e Alves (2024) explora a relagao entre os quatérnios e o
grupo de Lie SU(2) a partir de uma abordagem visual utilizando o software GeoGebra. Os
quaternions, uma extensao dos numeros complexos, sao representados em quatro dimensodes e
frequentemente usados para modelar rotacées no espaco tridimensional. O estudo destaca que,
dada a complexidade de sua estrutura, o uso de uma ferramenta visual como o GeoGebra facilita a
compreensao das propriedades dos quaternions e sua relagdo com grupos algébricos,
especialmente na formagéo de licenciandos em matematica. A visualizagdo no campo 3D torna
mais acessivel a compreensdo de conceitos abstratos, promovendo uma aprendizagem mais
intuitiva e concreta das propriedades algébricas do grupo SU(2).

Por fim, o artigo de Sousa et al. (2024) propde uma abordagem inovadora ao explorar a
relacdo entre a sequéncia de Padovan e a Teoria dos Grupos Finitos no contexto do ensino de
matematica. Utilizando a Engenharia Didatica em suas fases iniciais — andlises preliminares e
concepgao e andlise a priori —, em conjunto com a Teoria das Situagbes Didaticas, os autores
investigam como padrdes ciclicos emergem quando a sequéncia de Padovan é analisada sob
congruéncia modular. A pesquisa emprega o software GeoGebra para visualizar esses padroes,
permitindo reescrever a sequéncia como finita e evidenciar suas propriedades algébricas. A partir
dessa construcao, sao discutidas estratégias didaticas para integrar esses conceitos ao ensino de
matematica, oferecendo atividades interativas e mediagdes pedagobgicas voltadas para a
compreensao das estruturas de grupos finitos. O estudo destaca a importancia da abordagem visual
e experimental para a aprendizagem de temas abstratos da algebra, sugerindo um modelo inovador
para cursos de Licenciatura em Matematica.
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Com base no levantamento realizado, observamos que ainda ndo ha pesquisas
consolidadas com dados empiricos que relacionem a abordagem visual da Teoria dos Grupos com
uso de tecnologias e, de modo particular, com o software GeoGebra. Em contrapartida, evidenciam-
se as dificuldades dos professores e licenciandos na discusséo sobre o ensino e a aprendizagem
da Algebra de modo geral, bem como propostas que apontam para uma abordagem visual como
possibilidade de melhoria no processo de ensino.

No contexto da Algebra Abstrata ou Estruturas Algébricas, a visualizacdo pode
desempenhar um papel relevante em sua compreenséo, pois muitos dos conceitos estudados séo
generalizados e nao tém uma interpretacao fisica direta (Carter, 2009; Reimann, 2018; Fahd; Bhatti,
2018; Sousa; Alves; Aires, 2024). Face ao exposto, defendemos que o0 uso de materiais concretos
elou softwares que possibilitem a visualizacdo dinamica como ferramenta didatico-pedagdgica
podem ser uma alternativa para minimizar essas dificuldades, proporcionando aos alunos uma
representacao visual dos conceitos algébricos e facilitando a exploragcdo e compreensao desses
conceitos de forma mais interativa e dinamica.

Com base nas leituras dos referenciais encontrados e em trabalhos como Fahd e Bhatti
(2018), Reimann (2018), Zaskis, Dubinsky e Dautermann (1996), Carter (2009), Larsen (2009),
Alves e Araujo (2014), Sousa, Alves e Aires (2024), Sousa, Alves e Mangueira (2024) e Sousa et
al. (2024), podemos elencar alguns pontos em que a visualizacdo pode contribuir para a
compreenséo de estruturas algébricas na disciplina de Algebra Abstrata:

a) Estimulo ao raciocinio intuitivo e a compreens&o: A visualizacao permite aos estudantes
desenvolverem uma intuicdo mais coerente sobre os conceitos abstratos. Ao observarem e
analisarem representacdes visuais das estruturas algébricas, é possivel compreender como
essas estruturas funcionam e como os elementos interagem entre si.

b) Viabiliza a resolugéo de problemas: A capacidade de visualizar problemas complexos ajuda
os alunos a encontrar solu¢gdes de maneira mais eficiente. Ao representar graficamente
equacdes, relacoes e operagdes, os alunos podem identificar padrdes e relagcdes que podem
nao ser imediatamente evidentes de uma forma puramente simbdlica.

c) Conexd&o entre teoria e pratica: A visualizagcao ajuda a estabelecer uma conexao coerente
entre os conceitos abstratos da Algebra e situacdes em que estes conceitos podem ser
aplicados na realidade. Este fato tem potencial para tornar a aprendizagem mais significativa
a partir de um contexto aplicavel, pois os estudantes podem ver como as estruturas
algébricas se relacionam com problemas do dia a dia e com outras disciplinas.

d) Comunicacdo e colaboragdo: As representacdes visuais podem facilitar a comunicacao
entre estudantes e professores, permitindo uma compreensao mais clara e uma discussao
mais eficaz dos conceitos, ao passo que o componente visual permite ao docente uma
referéncia para explicar e esclarecer duvidas sobre 0 emprego de definicdes e propriedades.
Além disso, a visualizacao pode facilitar a colaboragédo entre os préprios estudantes, pois
fornece um ponto de referéncia comum para discutir e resolver problemas.

Dito isso, defendemos que a visualizagdo tem grande potencial para alavancar a
compreensao teorica dos estudantes no estudo de estruturas algébricas, ajudando-os a
desenvolver o raciocinio intuitivo e hipotético-dedutivo, resolver problemas, conectar teoria a
pratica, bem como comunicar-se efetivamente, além de viabilizar o planejamento didatico-
pedagogico do docente deste componente curricular.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A investigacao realizada neste estudo permitiu uma analise sobre os potenciais contributos da
visualizacdo em Algebra Abstrata, especialmente no contexto do ensino de estruturas algébricas
especificas, como os grupos finitos, durante a formagéo de licenciandos em Matematica. A revisao
de literatura revelou uma lacuna significativa no cenario de pesquisas relacionadas a essa triade
tematica, destacando a escassez de estudos que exploram a visualizacdo em Algebra Abstrata com
0 uso de tecnologias.

Embora tenham sido identificadas, mesmo que em pequena escala, algumas pesquisas
internacionais que enfatizam a importancia do componente visual para a compreensao de estruturas
algébricas, observou-se uma auséncia de estudos nacionais que abordem esse tema de forma
especifica. Apenas uma pesquisa brasileira foi encontrada, e essa néo utilizava tecnologia para
visualizacdo. Reconhecemos que esta pesquisa esta sujeita a algumas limitagcbes, como a
disponibilidade e acessibilidade de estudos relevantes na literatura académica. Além disso, devido a
natureza da pesquisa bibliografica, ndo foi possivel incluir dados primarios ou realizar analises
empiricas.

Diante desse panorama, torna-se evidente a necessidade de ampliar o escopo de
investigacao nessa area, especialmente no contexto brasileiro. A visualizagdo aliada a recursos
visuais pode ser uma ferramenta promissora para facilitar a compreensao de definicées e
propriedades em Algebra Abstrata, proporcionando aos estudantes uma abordagem mais intuitiva
e dindmica, o que pretendemos desenvolver no decorrer da tese de doutorado da qual este trabalho
representa apenas uma pequena parte.

Softwares de visualizagéo dindmica como o GeoGebra, Cabri-Géometre e CAS Maple, por
exemplo, sdo ferramentas com potencial para promover a visualizagao de grupos finitos, permitindo
que os estudantes, ao usarem-nas, explorem definicobes e propriedades de maneira visual e
interativa. No entanto, sdo necesséarias pesquisas adicionais para investigar o impacto do uso
destas ferramentas para a construcéo de recursos direcionados ao ensino deste topico da Algebra
Abstrata, no intuito de desenvolver estratégias eficazes de integracao da visualizagdo ao curriculo
desta disciplina.

Assim, pretende-se no decorrer da pesquisa de tese explorar de forma mais aprofundada as
possibilidades de construcéo de recursos ou applets como ferramentas para a abordagem visual de
grupos finitos em Algebra no contexto da formacéo de professores de Matematica. Almeja-se que este
estudo possa contribuir para o aprimoramento das praticas pedagogicas e para o desenvolvimento do
pensamento algébrico dos estudantes, promovendo uma aprendizagem mais eficaz.
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